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Abstract. Define a Garside monoid to be a cancellative monoid where right 
and left lcm's exist and that satisfy additional fmiteness assumptions, and a 
Garside group to be the group of fractions of a Garside monoid. The family 
of Garside groups contains the braid groups, all spherical Artin groups, and 
various generalizations previously considered 1 . Here we prove that Garside 
groups are biautomatic, and that being a Garside group is a recursively enu- 
merable property, i.e., there exists an algorithm constructing the (infinite) list 
of all small Gaussian groups. The latter result relies on an effective, tractable 
method for recognizing those presentations that define a Garside monoid. 

Resume. Les mono'ides de Garside sont introduits comme monoi'des sim- 
plifiables ou existent ppcm et pgcd et ou sont satisfaites des conditions con- 
venables de finitude, et les groupes de Garside comme groupes de fractions de 
mono'ides de Garside. La famille des groupes de Garside contient les groupes de 
tresses, les groupes dArtin spheriques, et diverses generalisations considerees 
anterieurement 2 . Dans cet article, nous montrons que les groupes de Gar- 
side sont bi-automatiques, et qu'etre un groupe de Garside est une propriete 
recursivement enumerable, c'est-a-dire qu'il existe un algorithme enumerant la 
liste infinie de tous ces groupes. Ce resultat repose sur une methode effective 
pour reconnaitre les presentations des monoi'des de Garside. 
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L'objet de cet article est l'etude par des methodes algebriques et combinatoires 
d'une classe de groupes, appeles groupes de Garside, qui contient en particulier les 
groupes de tresses classiques, tous les groupes dArtin spheriques, et diverses exten- 
sions de ces groupes precedemment introduites. Les groupes de Garside sont dcfinis 
comme groupes de fractions des mono'ides de Garside, ces derniers etant dcfinis par 
l'existence de notions convenables de plus petit commun multiple (ppcm) et de plus 

1 In particular, the Garside groups considered in [17] are special cases of those 
considered here; the latter had been called "small Gaussian" in earlier works; the 
name has been changed in order to uniformize the terminology with works by 
Bessis, Charney, Michel, and other authors 

2 En particulier, les groupes de Garside introduits dans [17] sont un cas particulier 
de ceux consideres ici, qui, eux, avaient ete appeles petits groupes gaussiens; ce 
changement de nom a ete decide afin d'uniformiser la terminologie avec d'autres 
travaux recents de Bessis, Charney, Michel, entre autres. 
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grand commun diviseur (pgcd) , et la satisfaction de conditions de noetherianite et 
de generation finie. On demontre ici : 

Theoreme A. Tout groupe de Garside est bi-automatique. 

Theoreme B. Etrc un groupe de Garside et un mono'ide de Garside sont des 
proprietes Ej, c'est-a-dire recursivement enumerables. 

Le theoreme A, qui resout positivement une conjecture de [17] (enoncee en ter- 
mes de petit groupe gaussien), implique en particulier que tout groupe de Garside 
a un problcme de mot et un probleme de conjugaison decidables, et qu'il satisfait 
une incgalitc isoperimetrique quadratique. 

Le theoreme B signifie qu'il existc un algorithmc (theorique) qui cnumere 
systematiqucment toutes les presentations de groupes de Garside et de mono'ides 
de Garside. II repose sur l'existence d'un critere effectif caracterisant certaines 
presentations des mono'ides de Garside. Plus precisement, il existe des conditions 
cxplicites (**) de complexity E^ telle qu'on ait les resultats suivants, dont les 
tcrmcs seront dcfinis plus bas : 

Theoreme B'. (i) Si M est un mono'ide de Garside, et si f est un selecteur 
de ppcm sur une partie generatrice E de M, alors M admet la presentation 
complementee (E; Rf) + , et celle-ci satisfait aux conditions (**). 

(ii) Invcrsement, si (E; Rf} + est une presentation complementee satisfaisant aux 
conditions (**), alors le mono'ide qu'elle definit est un mono'ide de Garside, et f 
est un selecteur de ppcm sur E. 

Si la demonstration du theoreme B', qui occupc la plus grandc partie de Particle, 
est assez delicate, les conditions (**) qu'il met en jeu sont simples, et, en particulier, 
leur implantation sur ordinatcur est aisee. La conjonction des thcorcmes A et B' 
permet done de construire de nombreux exemples de groupes automatiques. 

Les proprietes algebriques des groupes de tresses et de leurs extensions ont 
fait l'objet de nombreux travaux. Dans le cas des groupes de tresses, la plupart 
des resultats classiques sur les problemes de mots et de conjugaison, les formes 
normales, et l'automaticite sont presents ou implicites dans les travaux de Garside 
[21] et Thurston [27] — voir aussi [2] [19]. On sait que les methodes et les resultats 
s'etendent a des classes de groupes plus vastes : groupes d'Artin spheriques [5] 
[18] [8] [9], groupes des tresses des groupes de reflexions complexes [6], groupes de 
Garside au sens de [17] et [4] — qu'on appellera ici «groupes de Garside au sens 
restreint» . La classe des groupes de Garside considered ici, et introduits dans [17] 
sous l'appellation «petits groupes gaussiens» , inclut strictement toutes les classes 
precedentes. Par exemple, les groupes (a, b; dtPa = b q ) sont pour q > p > 1 des 
groupes de Garside n'appartenant a aucune des families precedentes. 

Un groupe de Garside est le groupe de fractions d'un mono'ide dans lequel existe 
une bonne theorie de la divisibilite et des ppcm (la definition precise sera donnee 
au debut de la section 1). Deja relevee chez Garside et Delignc, l'importance des 
ppcm dans les mono'ides de tresses a ete degagee explicitement par Thurston dans 
la construction de formes normales et, de la, de structures automatiques [27] [20], et 
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elle est au centre de l'etude developpee dans [17] pour les groupes dits de Garside. 
En un sens, le theoreme A n'est qu'une extension naturelle du resultat analogue 
ctabli dans [17] pour les groupes de Garside au sens restreint, lequel ne fait que 
reprendre l'argument de [9] pour les groupes d'Artin sphcriques, qui, a son tour, 
n'est qu'une adaptation de l'argument original de [27]. Le point nouveau consistc 
ici a s'affranchir d'une hypothese technique superflue incluse dans la definition 
des groupes de Garside au sens restreint, a savoir la propriete (verifiee dans le 
cas des tresses et des groupes d'Artin) que l'element fondamental A est le ppcm 
des generateurs minimaux. L'interet de la presente approche ne tient pas tant 
a raffaiblissement des hypotheses obtenu qu'a l'argument utilise pour etablir le 
resultat, a savoir l'utilisation systematique des complements : si M est un mono'idc 
admettant la simplification a gauche, et oil deux elements quelconques admcttcnt 
un unique ppcm a droite, nous appellcrons complement (a droite) de x dans y, et 
noterons x\y, l'unique element z tel que xz est le ppcm a droite de x et y. L'etude 
pour cllcs-memes de l'operation \ et de sa contrepartie a gauche / semblc nouvelle. 
Nous montrons ici comment construire a l'aide de ces operations des formes nor- 
males explicites et des structures automatiques. De telles constructions sont deja 
presentes dans [27] et [20] dans le cas des tresses, et le passage aux groupes de 
Garside serait une extension facile si toutcs les hypotheses avaient ete conservees. 
La tache en fait n'est pas si aisee, car les constructions initiales utilisaient au 
moins trois conditions que nous eliminons ici : preservation de la longueur dans 
les relations definissant le groupe, existence d'une structure de groupe de Cox- 
eter sous-jacente (le groupe symetrique et ses operations de treillis dans le cas 
des tresses), centralite de l'element A 2 . S'affranchir de telles hypotheses exige de 
reprendre l'etude du debut, avec des arguments et un enchainemcnt diffcrents, 
tout en aboutissant a des demonstrations plus simples et naturelles que celles 
de [8] et [17]. II semble done que les groupes de Garside constituent un cadre bien 
adapte, ce que confirmcnt d'autres travaux rcccnts : [14], oil il est montre que les 
groupes de Garside, et, plus generalement, les groupes gaussiens sont sans torsion, 
[23], ou est adaptee la solution du probleme de conjugaison decrite par Morton ct 
EIRifai [19] dans le cas des tresses, [24], oil il est montre que tout groupe de Garside 
se decompose en produit croise de groupes de Garside avec centre monogene. 

Sauf dans des cas triviaux, il est tres difficile de reconnaitre les proprietes 
combinatoires d'un groupe a partir d'une presentation, et de nombreux resultats 
d'indecidabilite sont connus [3] . II existe en particulier tres peu de criteres permet- 
tant de reconnaitre qu'un monoide se plonge dans le groupe de meme presentation 
[1] [25] , et on sait que la preuve d'un tel resultat par Garside dans le cas des groupes 
de tresses est a l'origine de la plupart des developpements algebriques ulterieurs 
sur ces groupes. Le theoreme B repose sur une nouvelle methode dans cette direc- 
tion. L'outil essentiel utilise ici est une operation combinatoire sur les mots appclec 
redressement. Introduite dans [11], et consideree sous une forme similaire dans [26], 
puis etudiee sytematiquement dans [13], cette operation est une contrepartie syn- 
taxiquc a l'operation de complement : a partir d'une certaine fonction / determincc 
par la presentation lorsque celle-ci est d'un certain type dit complements, le re- 
dressement permet de definir une operation binaire \ f sur les mots de sorte que, 
si M est un monoide engendre par un ensemble S, et si u, v sont des mots sur E 
representant respectivement les elements x et y de M, alors le mot u\ f v represente 
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1' element x\y, sous la condition que la fonction /, c'est-a-dire la presentation con- 
sideree, verifie une certaine condition ditc propricte du cube, deja implicite dans 
le theoreme H de [21]. II a etc montre dans [17] que tous les groupes de Garsidc 
admettent une presentation complcmcntee, et, reciproquemcnt, on y a donne des 
conditions suffisantes pour qu'unc presentation complcmcntee definisse un groupc 
de Garside. Ces conditions au demeurant sont d'interct pratique limit e, car elles 
necessitent d'une part d'etablir la noetherianite d'une relation et, d'autre part, 
de verifier la propricte du cube pour une infinite de mots : dans les deux cas, il 
s'agit de conditions de type infinitaire (conditions respectivement IT} et dans 
le langage de la theorie de la recursivite, c'est-a-dire mettant en jeu une quantifi- 
cation universelle portant respectivement sur les suites de mots et les mots) . Dans 
certains cas particuliers, comme celui des tresses et, plus generalement, lorsque 
les relations de la presentation consideree preservent la longueur, la condition de 
noetherianite est triviale, et la propricte du cube sc rcduit a une verification finic, 
qui constitue le travail de Garside dans [21]. Notre travail ici consiste a montrer 
que, dans le cas general, la condition de noetherianite peut etre deduite de con- 
ditions effectives plus faibles, et qu'il est sufiisant de verifier la propriete du cube 
pour des triplets de mots pris dans un certain ensemble fini. De la sorte, et comme 
enonce dans le theoreme B', nous obtenons un critere algorithmique — et simple : 
si, par exemple, nous entrons la presentation standard d'un mono'ide de tresses 
dans l'algorithme, celui-ci repondra en un temps fini qu'il s'agit d'un mono'ide de 
Garside, et il fournira une description cxplicite d'une structure automatiquc. Lc 
prix a payer pour ces resultats est une analyse fine du processus de redressement 
des mots — lequel jouait deja un role technique essentiel dans la construction d'un 
ordre total sur les tresses [16]. 

Le plan de Particle est le suivant. Dans la section 1, nous definissons les notions 
de mono'ide de Garside et de groupe de Garside; nous etablissons des proprietes 
de base des operations de complement, et nous decrivons un trcillis fini attache 
a chaque mono'ide de Garside et qui le caracterise. Dans la section 2, on etablit 
des formules de dualite reliant les operations de ppcm, pged, et complement a 
gauche et a droite dans tout mono'ide de Garside. En fait, on travaille ici dans un 
cadre plus general : ainsi, on obtient a la fois des formules de dualite utiles pour 
la preuve du theoreme A, et une caracterisation des mono'ides de Garside par des 
hypotheses plus faibles (mais moins naturcllcs) que celles de la definition initiale, 
lesquelles seront prises comme point de depart pour la preuve du theoreme B'. 
Dans la section 3, on demontre le theoreme A. Grace au pged, on definit une 
forme normale unique pour les elements de tout groupe de Garsidc : ccttc forme, la 
«mixcd canonical form» de [20], est bien connue dans le cas des tresses, le point 
specifique ici etant la simplicite de la preuve d'automaticite, ainsi que la possibilitc 
de construire effectivement des automates (ou des transducteurs) calculant les 
formes normales. En particulicr, on montre comment calculer le pged a gauche et 
le pged a droite avec l'elcmcnt A au moyen d'un automate dont les etats sont des 
fonctions sur la cloture des atomes par complement (et non des diviseurs de A ainsi 
qu'il est classique pour le pged a gauche). Dans la section 4, on montre que tout 
groupe de Garside admet une presentation de forme syntactique particuliere, dite 
complementee, et que toutes les operations du mono'ide, ppcm, pged, complements, 
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peuvent se calculer a partir de l'operation de redressement des mots deduite de la 
presentation. Ceci donne en particulier une solution effective au probleme de mot 
(du mono'ide et du groupe). Dans la section 5, et grace a la caracterisation de la 
section 2, on montre que les presentations complementees de groupes de Garsidc 
satisfont a certaines conditions necessaires et suffisantes, dont la propriete du cube. 
A ce stade, le theoreme B' n'est pas etabli, car le critere obtenu requiert de verifier 
la propriete du cube pour tous les triplets de mots : l'objet de la section 6 est alors 
de montrer qu'il suffit d'effectuer cette verification pour un ensemble fini de mots, a 
savoir la cloture des generateurs par l'operation \ f . Ceci etablit le resultat cherche, 
et fournit un critere pratique, ainsi que l'illustre un excmplc. 

Si E est un alphabet, et R une famille de relations sur E, c'est-a-dire une famille 
de paires de mots sur E, nous noterons (E ; R) + le mono'ide engendrc par E et 
presente par les relations R, et (E ; R) le groupe correspondant. 

L'auteur remercie Matthicu Picantin pour ses remarques judicieuses. 



f . Calcul des complements 

Si M est un mono'ide, et x, y des elements de M, on dira que x est diviseur 
a gauche de y, ou, de facpn equivalente, que y est multiple a droite de x, s'il 
existc z verifiant xz = y; on parlera de diviseur ou de multiple propre si, en outre, 
on a z ^ 1. De la une notion naturelle de plus petit multiple commun (ppcm) a 
droite : z est un ppcm a droite de x et y si z est un multiple a droite de x et de y, 
et un diviseur a gauche de tout multiple a droite commun a x et y. De la meme 
facon, z est un plus grand commun diviseur a gauche, ou pged a gauche, de x et y 
si z est un diviseur a gauche de x et y, et un multiple a droite de tout diviseur a 
gauche commun a x et y. 

II n'y a en general aucune raison pour qu'un ppcm z de x et y, s'il existe, soit 
unique, non plus que l'element y' verifiant z — xy'. Cependant, des conditions 
assez faibles garantissent cette unicite. 

Lemme 1.1. Soit M un mono'ide simplifiable a gauche oil 1 est le seul element 
inversible. Alors la relation «etre un diviseur a gauche propre» est un ordre particl 
sur M, et les ppcm a droite et pged a gauche de deux elements sont uniques quand 
ils existent. 

Demonstration. Par hypothese, la conjonction de x ^ 1 et y ^ I impliquc xy ^ I 
dans M, done la relation «etre un diviseur a gauche propre» est transitive; que M 
soit simplifiable a gauche cntraine que cette relation est irreflexive, et e'est done 
un ordre (strict). Quand ils existent, le ppcm a droite et le pged a gauche de deux 
elements x, y sont la borne superieure et la borne inferieure de x et y dans l'ordre 
ci-dessus. ■ 

Definition 1.2. Sous les hypotheses du lemme precedent, nous noterons xvy le 
ppcm a droite de x et y, quand il existe; dans ce cas, l'unique clement z verifiant 
xv y = xz sera note x\y, lu «x sous y» , et appele complement a droite de y sur x. 
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On a done 



x v y = x(x\y) = y(y\x) 



(1.1) 



des que xvy est defini. De fagon symctriquc (done sous l'hypothese que le mono'ide 
est simplifiable a droite) , nous notons xvyle ppcm a gauche de x et y quand il 
existe, ct x/y l'unique element z verifiant xvy~zx. La contrepartie de (1.1) est 
alors 

xvy=(x/y)y=(y/x)x (1.2) 

(Figure 1.1). Noter que x est un diviseur a gauche de y si et seulement si y\x est 
defini et egal a 1 : dans ce cas, x\y est le quotient «x^y» et, de meme, x/y est le 
quotient «xy^» dans le cas ou y est un diviseur a droite de a: — ce qui expliquc 
et justifie nos notations. 



Figure 1.1. Complement a droite et a gauche 

L'objet de notre etude est la famillc des mono'ides appeles gaussiens dans [17] 
ct [14]. Ceux-ci sont definis en termes de ppcm et de pged : csscnticllcmcnt, un 
mono'ide gaussien est un mono'ide avec uniques ppcm ct pged a droite et a gauche, 
et un mono'ide de Garside est un mono'ide gaussien satisfaisant une condition forte 
de generation finic. Pour unc definition precise, nous aurons besoin d'unc notion 
supplementaire : 

Definition 1.3. Soit M un mono'ide. On dit qu'un element x de M est un 
atome si x est distinct de 1 et que x — yz entraine y = 1 ou z = 1. On dit 
que M est atomique si M est engendre par ses atomes et si, de plus, pour tout x 
dans M, la norme \x\ de x, definie comme la borne superieure des longueurs des 
decompositions de x en produit d'atomes, est finie. 

On remarquera que 1 est necessairement le seul element inversible dans un 
mono'ide atomique, puisque, par definition, on a \xy\ > \x\ + \\y\\ pour tous x,y, 
et ||a;|| > 1 pour x ^ 1. 

La definition suivante d'un mono'ide gaussien apparait dans [17] : 

Definition 1.4. (i) On dit qu'un mono'ide M est gaussien si M est atomique, 
simplifiable, et si deux elements quelconques de M admettent un ppcm a droite 
et a gauche, et un pged a droite et a gauche. 

(ii) On dit qu'un mono'ide gaussien M est un monoide de Garside s'il contient 
un element de Garside, ce dernier etant defini comme un element A tel que les 
diviseurs a gauche de A coincident avec les diviseurs a droite de A, ils soient en 
nombre fini, et ils engendrent M. 
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(iii) Tout mono'ide gaussien satisfait aux conditions de Ore, et admet done un 
groupe de fractions. On dit qu'un groupe G est un groupe gaussien (resp. un groupe 
de Garside) s'il existe un mono'ide gaussien M {resp. un mono'ide de Garside M) 
tel que G soit le groupe de fractions de M. 

Exemple 1.5. Les groupes de tresses [21] et, plus generalement, tous les groupes 
d'Artin spheriques, e'est-a-dire associes a un groupe de Coxeter fini, sont des 
groupes de Garside [5] [18], l'clemcnt dit fondamcntal ctant un clement de Garside. 
Plus generalement, tous les groupes de Garside au sens de [17] sont des groupes 
de Garside au sens ci-dessus, mais la reciproque est fausse : un groupe de Garside 
au sens restreint de [17] est un groupe de Garside dans lequel, de surcroit, lc ppcm 
a droite des atomes est un element de Garside. Un contre-exemple typique est 
(a, b ; aba = b 2 ) + : il y a ici deux atomes, a savoir a et 6, dont le ppcm est b 2 , qui 
n'est pas un element de Garside, puisque ab est un diviseur a gauche mais pas a 
droite de b 2 ; par contre, l'elcmcnt A = b 3 est un element de Garside. 

Nous allons dans la suite etablir divers resultats sur les monoi'des de Garside, en 
particulier l'equivalcnce de la definition originale avec plusieurs definitions alter- 
natives. Tous ces resultats reposent sur les proprietes algebriques des operations 
de ppcm et dc complement, que nous allons etablir maintenant. II sera utile de 
disposer de telles proprietes dans un cadre plus general que celui des monoi'des 
de Garside. En particulier, nous considererons le cas ou Poperation de ppcm (a 
droite) n'est pas necessairement partout defmie. Pour ce faire, nous utiliserons un 
symbole _L signifiant «non defini» : de la sorte, xv y = 1. signific que x et y n'ont 
pas de ppcm, et une egalite telle que xvy~x'vy' signifie que soit xvyetx'vy' 
sont definis et ils sont egaux, soit ni x v y, ni x' v y' ne sont definis. On convient 
qu'on a toujours xl. = J-x = _L. Ainsi les egalites (1.1) et (1.2) sont toujours 
satisfaites, que les ppcm et complements mentionnes soient definis ou non. 

Pour formuler de fagon compactc nos hypotheses, nous utiliserons les 
abreviations suivantes : 

Definition 1.6. On dira qu'un mono'ide M satisfait la condition 

- (Co) si l'elcmcnt 1 est lc seul inversible de M; 

- (Cq ) si M est atomique; 

- (Ci) si M admet la simplification a gauche; 

- (Ci) si M admet la simplification a droite; 

- (C2) si deux elements de M admettant un multiple a droite commun admettent 
un ppcm a droite; 

- (C2 ) si deux elements quelconques de M admettent un ppcm a droite; 

- (C3) si M possede une partie generatrice finic P close par \, e'est-a-dire telle 
que x,y £ P entraine x\y G P; 

- {C^) si M possede une partie generatrice finie S close par \ et v, e'est-a-dire 
telle que x,y G S entraine x\y E S ct x v y e S. 

Noter que (Cq) entraine (Co), et, de meme, (C^") entraine (C2), et (Cf) en- 
traine (C3). La conjonction de (Co), (Ci) et (C2) est le cadre naturel pour que 
les operations de ppcm et de complement a droite soient bien definies — done, en 
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particulier, pour que (C3) et (C^) aient un sens — et (C^~) est la condition addi- 
tionnclle garantissant que ces operations soient partout definies. Sous l'hypothcsc 
que (Co), (Ci) et (C2) sont satisfaites, l'egalite (1.1) est toujours valable, de meme 
que x v y = y v x, et 

(xy) v (xz) = x(y v z). (1.3) 

Lemme 1.7. Soit M un monoide satisfaisant (Co), (Ci) et (C2). Pour tous 
x, y, z dans M, on a : 

(xy)\z = y\(x\z), z\(xy) = (z\x) ■ ((x\z)\y) (1.4) 
{xvy)\z = (x\y)\(x\z) = (y\x)\(y\z), z\(x v y) = (z\x) v (z\y) (1.5) 

Demonstration. Pour (1.4), on a, en utilisant (1.1) et (1.3), 

xy((xy)\z) = (xy)vz = (xy)v(xvz) = (xy)v(x(x\z)) = x(yv(x\z)) = xy(y\(x\z)), 
z((xy)\z) = (xy) vz = xy((z\x)\y) = x(z\x)(y\(z\x)) = z(x\z)(y\(z\x)), 

et on simplifie a gauche par xy dans lc premier cas, et par z dans lc second. 
Pour (1.5), appliquer (1.4) a x v y — x(x\y) donne directement (x v y)\z = 
(x\y)\(x\z). Comme v est symetrique, cette expression est aussi (y\x)\(y\z). 
Enfin, on trouve, en appliquant (1.4), l'egalite precedente, et (1.1), 

z\{xvy) = z\(x{x\y)) = {z\x)((x\z)\(x\y)) = (z\x)((z\x)\(z\y)) = {z\x)v(z\y). 

(Figure 1.2). Remarqucr que lcs formulcs sont valides lorsqu'un des ppcm n'est 
pas defini, chacune des expressions ayant alors la valeur _L, c'est-a-dire etant non 
dcfinie. M 



Figure 1.2. Complement iterc 



Dans le contexte precedent, pour X, Y C M et k > 1, on pose X\Y = {x\y ; x G 
X,y G Y}, X k = { Xl ■ ■ -x k ■ Xl , . . .,x k G X}, et X° = {1}. 
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Lemme 1.8. Soit M un mono'ide satisfaisant aux conditions (Co), (Ci) et (C2), 
ct P une partie generatrice de M close par \. Alors, pour tout fc, on a M\P k C P k , 
P k est close par \ et par diviseur a droite, et M satisfait a la condition (C^). 

Demonstration. On montre par induction sur i+k que la conjonction dc x G P % et 
y G P k entraine x\y G P k . Pour k = 0, c'est-a-dire pour y = 1, on a x\y = 1, et le 
resultat est vrai. Supposons fc = 1. Pour i = 0, soit x = 1, lc resultat est vrai. Pour 
i = 1, le resultat est l'hypothese que P est clos par \. Pour i > 2, ecrivons a; = xix' 
avec xi G P et x' G P 4-1 . Par (1.4), on a x\y = x'\(xi\y). L'hypothese d'induction 
donne xi\y G P, d'ou x'\(xi\y) G P. Supposons enfin k > 2. On ccrit y = yiy' 
avec j/' G P et y' G P fe_1 . Par (1.4), on a x\y = (x\yi)((yi\x)\y') . L'hypothese 
d'induction donne x\yi G P et yi\x G P % . On deduit (yi\x)\y' G P fe_1 , d'ou 
x\y G P fe . 

On a ainsi montre p l \p k C P fe pour tout i, d'ou M\P k C P fc si P engendre M, 
c'est-a-dire que M est la reunion des ensembles P\ On a aussi p k \p k C P fc , done 
P fc est clos par l'operation \. De plus, supposons y G P fc ct y = zx. On a alors 
x = z\y, done x G P k . 

Les calculs precedents montrent que x\y, done aussi x v j/, existent pour tout x 
dans M et tout y dans P k , pour tout /c. Comme P engendre M, on deduit que x\y 
ct xvy existent pour tous x, y dans M, et M satisfait done a la condition (C^). ■ 

Lemme 1.9. Soit M un mono'ide satisfaisant (Co), (Ci) et (C2), ct P un sous- 
ensemble de M clos par \. Soit S la cloture de P par v. 

(i) L'ensemble S est clos par \ et v. Si P est fini, alors S est fini, on a card(S') < 
2card(p) . p ar conS equent, la condition (C3) entraine la condition (C^). 

(ii) Pour tous i, k, on a S l \S k C S k et S l v S k C ^u P (i,fe) . en particu i ier7 $ k est 
clos par \ et v pour tout k. 

Demonstration, (i) Par construction, tout element de S peut etre exprime commc 
ppcm a droite d'un sous-enscmblc fini dc P, done, siPan elements, S a au plus 
2" elements. Par construction, S est clos par v, et il s'agit de montrer qu'il est 
egalement clos par \. Supposons x = xiv- ■ -vx p , y = yiv- ■ -\/y q avec xi, . . ., y q € P. 
Nous voulons etablir x\y G S. D'abord, (1.5) entraine x\y — (x\j/i) v • • • v (x\y q ), 
done il sufiit de montrer x\yj G P pour tout j. On utilise une induction sur p > 1. 
Pour p = 1, le resultat est l'hypothese que P est clos par ppcm a droite. Sinon, 
posons x' = Xi v ■ • • v x p _i. Par (1.5), nous obtcnons 

x\yj = {x'vx p )\y 3 = (x'\x p )\(x'\ % ); 

L'hypothese d'induction entraine x'\x p G P ct x'\yj G P, d'ou (x'\x p )\(x'\yj) G 
P puisque P est clos par \. 

(ii) L'ensemble S etant clos par \, le lemme 1.8 donne S l \S k C S ,fc directement. 
On etablit la relation S l v S k C 5 lsu p(^ fc ) p ar recurrence sur inf (z, fc). Le resultat 
est trivial pour inf (i, fc) = 0. Pour inf (i, k) = 1, soit par exemple fc = 1, on utilise 
une recurrence sur i : supposant x G S l et y G S*, on pose x = xix' avec x\ G 5 et 
x' G Par les formules du lemme 1.7, on trouve 

x v y = (xx v y)((x 1 \ 2/ )\x') G 5 • S^ 1 = S\ 
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Supposons cnfin inf(i,fc) > 2. On ccrit x = X\x', y — yiy' avec X\,y\ € S, 
x\ G S 1 " -1 , et y' e S k ~ 1 . Les regies du lemmc 1.7 donnent 

x v y = (xi v j/i) v ((yi\a;i)\y'))- 

On a alors xi v y\ 6 S 1 , puis, d'apres ce qui precede, (xi\yi)\x' E S l ~ x , et 
(yiVi)W e S k -\ d'ou (( Xl \ yi )\x') v e S^e-i.*-*) par hypothese 

de recurrence, et, finalement, x v y G 5* su p( 4 "). | 

Sous les hypotheses precedentes, tout element de S qui s'exprime comme le ppcm 
a droite de k elements de P peut aussi s'exprimer commc produit de k elements 
de P. En effet, on peut etablir par recurrence une formule generale du type 

xvyv zy- = x- (x\y) ■ {(x\y)\(x\z)) 

Nous allons dans la suite donner plusieurs definitions equivalcntes des mono'ides de 
Garside. La premiere provient de la remarque que, si M est un mono'ide de Garsidc 
et que A est un element de Garside dans M, alors l'ensemble S des diviseurs de A 
est clos par les operations de ppcm, pged et complement a droite et a gauche. 
L'existence d'un tel ensemble peut en fait etre prise comme definition : 

Proposition 1.10. Soit M un mono'ide gaussien, A est element de M, et S une 
partic de M. Alors il y a equivalence entre 

(i) A est element de Garside, et S est l'ensemble des diviseurs (a gauche ou a 
droite) de A; 

(ii) S est une partie generatrice finie de M qui est close par diviseur, ppcm, 
complement et pged a droite et a gauche, et A est le ppcm a droite de S. 

Demonstration. Supposons (i). Supposons x £ S et x = yz : alors il existe x' 
verifiant xx' = A , d'ou y(zx') = A, et y est dans S. Ainsi, S est clos par diviseur 
a gauche, et, par un argument symetrique, par diviseur a droite. 

Soient maintenant x, y dans S. Par hypothese, A est multiple a droite de x et y, 
done de xvy. Par consequent, xvy est dans S, et il en est de meme de x\y, qui en est 
un diviseur a droite. Le cas du ppcm et du complement a gauche est symetrique; 
le cas des pged est trivial. Enfin, A, etant element de S, en est necessairement 
ppcm a droite et a gauche puisque S est clos par ces operations. 

Rcciproqucmcnt, supposons (ii). Le premier problcme est de montrer que 
l'ensemble £ des diviseurs a gauche de A coincide avec S. D'abord, par construc- 
tion, tout element de S est diviseur a gauche de A, et S est done inclus dans S. Soit 
x un clement quclconquc de S. II existe done x' verifiant xx' = A, d'oii x — A/x'. 
Par le lemme 1.9, on a M\S C S, et done, symetriquement, S/M C S, d'ou en 
particulier x = A/x' e S\ Done S est l'ensemble des diviseurs a gauche de A. 

Le second probleme est de montrer de meme que S coincide avec l'ensemble 
des diviseurs a droite de A. Ce point resultera du calcul precedent (renverse par 
symetrie) pourvu qu'on montre que A est le ppcm a gauche de S. Comme A est 
dans S, il s'agit de montrer que tout element x de S est un diviseur a droite de A. 
Soit x un tel element. Par hypothese, x v A existe et est dans S : il existe y verifiant 
x v A = yA, et, puisque yA est dans S, il existe z verifiant yAz = A. Commc 
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A est dans S, et que S est clos par diviseur a gauche et a droite, y et z sont 
dans S. II existe done y' dans S, a savoir y' = y\A, vcrifiant yy' = A, et, puisque 
la simplification a gauche est possible, on deduit y' = Az. Puisque y' est dans S, il 
existe ensuite y" dans S, a savoir y" = y'\A, vcrifiant y'y" = A, d'oii A = Azy" . 
Ceci entraine zy" — 1, d'oii z = y" = 1, done yA = A, et, finalement, y = 1, ce 
qui montre que x est diviseur a droite de A. ■ 

On notera que l'argument precedent utilise seulement (Co), et non (Cq ). 

Definition 1.11. Si M est un monoi'de de Garside, on appelle primitifs a droite 
les elements de la cloture des atomes de M par l'operation \, et simples les elements 
de la cloture des elements primitifs par l'operation v — qui est aussi la cloture des 
atomes par \ et v. 

Si M est un monoi'de de Garside, alors l'ensemble des atomes de M est la 
partie generatrice minimale de M, l'ensemble des elements primitifs a droite est la 
partie generatrice close par \ minimale, l'ensemble S des elements simples est la 
partie generatrice close par \ et v minimale, et son ppcm est l'element de Garside 
de norme minimale 1 . Avec les notations precedentes, la structure (S, v,a) est un 
treillis (fini), et il en est de meme de la structure symetrique (S, v, a). 

Proposition 1.12. Un monoi'de de Garside est determine par l'ensemble de ses 
elements primitifs a droite et la restriction de l'operation \ a ces elements. 

Demonstration. Soit M un monoi'de de Garside, et P l'ensemble de ses elements 
primitifs a droite. Par hypothese, P engendre M, done il suffit de montrer 
que, pour tous x\, . . .,x p , y\, . . .,y q dans P, la condition x\ ■ ■ ■ x p = yi ■ ■ ■ y q 
peut s'exprimer en terme de la restriction de \ a P. Or x\ • ■ ■ x p = y\ • ■ ■ y q 
equivaut a {x\ ■ ■ ■ x p )\(yi ■ ■ ■ y q ) — (j/i • • • y q )\(xi ■ ■ ■ x p ) = 1, et les regies de cal- 
cul du lemme 1.7 montrent que (xi • • • x p )\(yi ■ ■ ■ y q ) s'exprime comme produit de 
q elements de P determines de proche en proche a partir de x\ , . . ., y q a l'aide de 
l'operation \. Par cxemplc, pour p = q = 2, on trouve 

(xix 2 )\(yiy2) = (x 2 \(x 1 \y 1 ))-({(x 1 \y 1 )\x 2 )\((yi\x 1 )\y 2 )). 

En vertu de la condition (Co), lc produit de ces q elements vaut 1 si et seulement 
chacun d'eux vaut 1, ce qui donne une condition du type requis. Par exemple, 
xix 2 = yiy 2 est equivalent a la conjonction des quatre egalites 

»2\(a;i\2/i) = 1, (0Ei\yi)Vc2)\((yiW)\2/2) = 1, 

y 2 \(yi\x!) = 1, ((yi\a;i)\y 2 )\((xi\ 2 /i)\a; 2 ) = 1. ■ 

Proposition 1.13. Un mondide de Garside M est determine par son graphe 
caracteristique, de&ni comme la restriction aux elements simples du graphe de 
Cayley atomique, e'est-a-dire la famille des triplets (x, a, y) ou x et y sont simples 
et a est un atome veriGant xa = y. 

1 dans lc cas des groupes d'Artin, les elements simples sont aussi appeles reduits 
dans la litterature 
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Demonstration. Notons S l'ensemble des elements simples de M, et T son graphc 
caracteristiquc. D'aprcs la proposition precedente, il suffit de montrer que, pour 
x, y dans 5*, la valeur de x\y est determinee par T. Soient x, y des elements de S, 
done des sommets de T. Le ppcm a droite de x et y est la borne superieure de x 
ct y dans T, c'est-a-dire l'unique sommet z accessible depuis x et y dans T tel que, 
pour tout sommet z' accessible depuis x et y, z' soit accessible depuis z. Alors 
x\y est l'unique sommet y' de T tel qu'il existe un chemin de 1 a y 1 qui porte les 
memes etiquettes que le chemin de x a z. En effet, si a\, . . .,dk est la suite des 
etiquettes du chemin de x h z dans T, on a x\y = a\- ■ -ah dans M. Le seul point 
a justifier est l'existence d'un chemin etiquete oi, . . .,dk depuis 1 dans T : or, pour 
i < fc, a\ ■ ■ ■ ai est un diviscur a gauche de x\y, done un element de S, ct done 
l'arete (ai • • • aj_i, a i} ai • • • a^) appartient bien a T. ■ 

Exemple 1.14. La figure 1.3 montre le graphe caracteristique dans le cas du 
mono'ide (a, b ; aba = b 2 ) + , dont les criteres de la section 6 montrcront qu'il est un 
monoide de Garside : il y a ici 8 elements simples. Noter que le ppcm a droite des 
atomes, a savoir 6 2 , n'est pas Pelement A, qui est b 3 . 



Figure 1.3. Graphe caracteristique du monoide (a, b; aba = b 2 ) + 
(Les aretes pleines representent a, les tiretees b) 



En effagant les etiquettes du graphe caracteristiquc, on obtient le diagramme 
de Hasse du treillis des elements simples. Ce graphe ne determine pas le monoide 
a isomorphisme pres. Par exemple, les mono'ides (a, 6; ab = ba) + et (a, 6; a 2 — 
b 2 ) + sont tous deux des mono'ides de Garside; les graphes de Cayley associes sont 
respectivement 



Les graphes non etiquetes sous-jacents sont identiqucs, alors que les mono'ides ne 
sont pas isomorphes, puisque les graphes etiquetes ne le sont pas. 

Lorsque M est le mono'ide d'Artin associe a un groupe de Coxeter fini W, les 
elements simples de M sont en bijection avec les elements de W, et le graphe 
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caracteristique de M s'obtient a partir du graphe de Cayley de W en orien- 
tant les fleches, c'est-a-dire en supprimant les relations de torsion x 2 = 1. Ccttc 
propricte nc s'etend pas au cas d'un mono'ide de Garside general, puisque, dans 
l'exemple 1.14, tous les sommets du graphe n'ont pas le meme degre, ce qui exclut 
que ce dernier soit la projection du graphe de Cayley d'un groupe. 

Question 1.15. Le graphe caracteristique d'un mono'ide de Garside est-il la 
projection du graphe de Cayley d'un mono'ide quotient de M obtenu en ajoutant 
dcs relations de torsion ? 



Le reponse est positive dans le cas de l'exemple 1.14: si W est le mono'ide 
obtenu en ajoutant a la presentation les relations de torsion a 2 — 1 et 6 4 = b 
(la seconde est en fait consequence de la premiere) , alors le graphe caracteristique 
de M s'obtient a partir du graphe de Cayley de W en supprimant des aretes de tor- 
sion (Figure 1.4). Le groupe (a, b ; aba = b 2 ) est le groupe de tresses B 3 , presente 
a partir des generateurs a = a\ ct b = <JiO\. Le groupe B3 est egalement le 
groupe de fractions du mono'ide de Garside , dont le groupe de Coxeter associe 
est le groupe symetrique S3. Remarquer que ce dernier admet la presentation 
(a, b; aba — b 2 ,a 2 — l,b 3 = 1), et qu'il s'obtient done a partir du mono'ide 
(a, b ; aba = b 2 ,a 2 = l,b 4 = b) + en quotientant par la relation b 3 = 1. 



Figure 1.4. Graphe de Cayley du mono'ide (a, b ; aba = b 2 , a 2 = 1, 6 4 = b) + 
(Les aretes pleines representent a, les tiretees b) 
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2. Dualite dans les monoides de Garside 



L'objet de cette section est a la fois d'etablir des formulcs de calcul valables 
dans tout monoide de Garside (lemmes 2.5 et 2.6), et de donner une nouvelle ca- 
racterisation de ceux-ci par des conditions plus faibles que celles de la definition 
initiale qui seront utilisees dans la section 5. Le resultat est le suivant : 

Proposition 2.1. Un monoide est un monoide de Garside si, et seulement si, il 
verihe les conditions (Co), (Ci), (C2), (C3), et (Ci). 

Tout monoide gaussien satisfait par definition aux conditions (Co), (Ci), (C2) 
et (Ci), et tout monoide de Garside satisfait en outre la condition (C3) d'apres 
la proposition 1.10, done les conditions de la proposition 2.1 sont necessaires. Le 
probleme est de montrer que ces conditions sont aussi suffisantes, et, en particulier, 
de montrer qu'elles entrainent l'existence des ppcm a gauche qui n'y sont pas men- 
tionnes, non plus que Patomicite. La demonstration comporte plusieurs resultats 
intermediaires, et repose sur l'existence d'une dualite echangeant division a gauche 
et a droite pour les elements simples. 

Lemme 2.2. Soit M un monoide satisfaisant aux conditions (Co), (Ci) et (C^ ), 
S une partie generatrice de M close par \ et v, et admettant un ppcm a droite A. 

(i) Pour tout entier k, l'ensemble S k est clos par \ et v, tout diviseur a droite 
de A k appartient a S k , et tout element de S k est un diviseur a gauche de A k . 

(ii) Posons x* — x\A pour x G S. Alors, on a x* G S et xx* = A. Pour x, y 
dans S, y* est un diviseur a droite de x* si x est un diviseur a gauche de y, et 
l'implication rcciproque est vraie si M admet la simplification a droite. 

(Hi) La fonction x 1— > x** s'etend en un endomorphismc <p de M qui envoie S k 
dans lui-meme pour tout k, et, pour tout x dans M, on a 



Demonstration, (i) Le lemme 1.9(iii) afRrme que S k est clos par \ et v, et le 
lemme 1.8 que tout diviseur a droite de A k appartient a S k , puisque A k est 
element de S k par construction. 

Supposons x G S k . On demontre par recurrence sur k que x est un diviseur a 
gauche de A k . Pour k = 0, on a x = 1, et le resultat est trivial. Pour k = 1, le 
resultat decoule de la definition de A. Supposons x G S k avec k > 2. On ecrit 
x = x\x' avec x\ G S et x' e S k ^ 1 . Par (1.4), on a 



Puisque x\ est dans S, il est diviseur a gauche de A, done de A k , done on a 
A fe \xi = 1, et, d'autre part, toujours par (1.4), 



xA = A(j)(x). 



(2.1) 



A k \x = (A k \ Xl ) ■ (( Xl \A k )\x'). 



Xl \A k 



(x^AydAXx^A*- 1 ) = (x 1 \A)-(l\A k - 1 ) = (xi\A)-A- 



fc-i 



On deduit 



A k 



\x = ((xAA^- 1 )^' = A fc - 1 \(( 2 ; 1 \A)\x'). 
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Par le lemme 1.8, (xi\A)\x' est dans S k ~ 1 , done, par hypothese de recurrence, 
cet element est un diviseur a gauche dc A fc_1 . On deduit A fc_1 \((xi\A)\x') = 1, 
soit finalement A k \x — 1, et x est diviseur a gauche de A fc . 

(ii) Supposons x G S. Comme A est dans S, on a x* — x\A e S puisque, par 
hypothese, S est clos par \. Par definition, x est diviseur a gauche de A, done on 
a xx* — x v A = A. Supposons que x et y soient dans S et x est un diviseur a 
gauche de y, disons y — xz. On a alors xx* = A = yy* = xzy*, d'ou x* = zy*, et 
y* est diviseur a droite de x* . Inversement, x* = zy* entraine yy* — xzy*, done 
xz = y si la simplification a droite par y* est permise. 

(iii) Supposons x e S. Alors x* est dans S, done x** est defini, et on obtient 

xA = x(x*x**) = (xx*)x** =Ax**. (2.2) 

Soit x un element quelconque de M. Puisque S engendre M, il existc unc 
decomposition, en general non unique, de x comme produit d'elements de S. Sup- 
posons X = x\---x p — j/i • • - y qi avecxi, . . .,x p ,yi, . . ., y q 6 S. Par (2.2), on obtient 

Ax** • • • x** = x x ■ ■ ■ x p A = xA = Vl ■ ■ ■ y q A = Ay™ ■ ■ ■ y**, 

et, puisque A est simplifiable a gauche, il n'y a pas d'ambigu'ite a definir (j> par 
4>{x) = x™ ■ ■ ■ x* k * . Alors, par construction, </> est un endomorphisme de M, et 
(2.1) est verifiee pour tout x dans M. Enfin, x 6 S k entraine <p(x) e S k par 
construction. ■ 

Nous introduisons desormais la condition de finitude (C3) dans les hypotheses. 
Notons que, meme si M est un monoide de type fini, les conditions (Co), (Ci) 
et (C2) nc garantissent pas (C3), e'est-a-dire l'existence d'une partie generatrice 
finic close par \ : le monoide de Baumslag Solitar (a. b: ab = ba) + est un contre- 
exemple, car on a alors a\b n = b 2n pour tout n, et la cloture par \ de l'ensemble 
des atomes {a, b} est infinie. 

D'apres le lemme 1.9, si M est un monoide verifiant les conditions (Co), (Ci), 
(C2) et (C3), il existe une partie finic 5* close par \ et v. En particulier, 5* admet un 
ppcm a droite A, qui est element de S, et M verifie les hypotheses du lemme 2.2. 

Lemme 2.3. Soit M un monoide verifiant les conditions (Co), (Ci), (C2) et (C3), 
et S une partie generatrice Rnie de M close par \ et v. Soient *, <fi comme dans le 
lemme 2.2. Aiors les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) Le monoide M satisfait (Ci), e'est-a-dire admet la simplification a droite; 

(ii) L'application x 1— > x* est une permutation de S; 

(iii) II existe m tel que tf) m (x) = x soit verifie pour tout x dans S; 

(iv) L'application <f> est un automorphisme de M, et une permutation de S k 
pour tout k. 

Demonstration. Notons A le ppcm a droite de S. Puisque S est fini, (ii) et (iii) 
sont equivalents, et, puisque <j) est un endomorphisme, que S engendre M, et que 
</> envoie S k dans lui-meme pour tout A;, il en est de meme de (ii) et (iv). 

Supposons x, y £ S et x* = y* . On a alors xx* = A = yy* = yx*, d'ou x = y 
si M admet la simplification a droite. Done (i) entraine Pinjectivite de * sur S, 
done (ii) puisque S est fini. 
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Inversement, supposons xz = yz. Pour k assez grand, x, y et z sont dans S k , 
done z est un diviseur a gauche de A k , et xz — yz entraine xA k — yA k . Par (2.1), 
on trouve 

A k 4> k {x) = xA k = yA k = A k k (y), 
d'ou 4> k (x) = (f) k (y), et x = y si (iv) est verifiee. Done (iv) entraine (i). ■ 

Nous supposons desormais, jusqu'a la fin de cette section, que M est un mono'ide 
satisfaisant aux conditions (Co), (Ci), (C2), (C3), et (Ci), et que S est une partie 
generatrice finie de M close par \ et v. Gardant les conventions precedentes, nous 
notons A le ppcm a droite de S, et, pour x dans S, nous posons x* = x\A, et 
nous notons (f> l'automorphisme de M induit par x 1— > x** . 

Lemme 2.4. (i) Les implications du lemme 2.2(i) sont des equivalences: pour 
tout k, il y a equivalence entre etre diviseur a gauche de A k , etre diviseur a droite 
de A k , et appartenir a S k . 

(ii) Tout element de S k admet au plus card(S')' c diviseurs a gauche. 

(Hi) Le mono'ide M est atomique, et x £ S k entraine \\x\\ < card(S) k ; en parti- 
culier, on a \\A\\ < card(S'). 

(iv) Deux elements quclconques de M ont un pged a gauche. La structure 
(M, v, a) est un treillis, et (5, v, a) est un treillis fini de minimum 1 et de maxi- 
mum A. 

Demonstration, (i) Par le lemme 2.3, (p est un automorphisme de M. Supposons 
que x divise a gauche A fe , soit xz — A k . On a alors 

<jy- k (z)xz = <j)- k (z)A k = A k z, 

d'ou, en simplifiant a droite, A fc = (f>~ k (z)x, et x divise a droite A fc . 

(ii) D'apres (i), tout diviseur a gauche d'un element de S k est lui-mcmc clement 
de S k , d'oii le resultat puisqu'on a card(5 fc ) < c&rd(S) k . 

(hi) Supposons x e S k , ct x = xi ■ ■ ■ x n avec Xi, . . ., x n ^ 1. Par construction, 
X\ ■ • -Xi est un diviseur a gauche de x, done de A k , pour tout i, ce qui entraine 
x\ ■ ■ ■ xi e S k . Les conditions (Co) et (C\) entrainent x\ - ■ ■ Xi ^ x\ • ■ ■ Xj pour 
i ^ j. On a done n < card(5 fc ) < c&id(S) k , soit ||x|| < card(5) fc . 

(iv) D'apres le lemme 2.4(h), l'ensemble des diviseurs a gauche de tout element 
de M est fini. Done, pour x, y quelconques dans M, l'ensemble des diviseurs a 
gauche communs de x et y est fini, et il admet un ppcm a droite, lequel est un 
pged a gauche de x et y par construction. Que (M, v, a) soit un treillis est alors 
standard. Pour S, nous remarquons que, pour x, y £ S, l'ensemble des diviseurs a 
gauche de x et y est inclus dans S et done que le ppcm a droite de cet ensemble, 
qui est x a y, appartient a S. ■ 

L'etape suivante consiste a utiliser la dualite x 1— > x* pour montrer la symetrie 
de la structure. Par le lemme 2.3, nous savons que l'application x x* est une 
permutation de S\ Pour x dans 5, nous noterons *x l'unique clement de S verifiant 
(*x)* — x. Alors, pour tout x dans S, nous avons 

A = x-x* =*x-x, (2.3) 
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et, done, *(x*~) = x. D'apres lc lemme 2.2(ii), si x et y sont dans S, x est diviseur 
a gauche de y si et seulement si y* est diviseur a droite de x* , et, par consequent, 
x est diviseur a droite de y si et seulement si *y est diviseur a gauche de *x. 

Lemme 2.5. (i) Deux elements quelconques de M admettent un ppcm a gauche 
et un pged a droite. 

(ii) L'ensemble S est clos par les operations /, v et a, et, pour x, y 6 S, on a 

x/y = (*x a *y)\*y, x vy = (*x a *y)*, x a y = (*x v *y)*. (2.4) 

(Hi) L 'element A est ppcm a gauche de S, et, pour tout x dans S, on a *x = A/x. 

Demonstration, (i) Soient x, y quelconques dans M. Alors il existe k tel que x 
et y appartiennent a S k , ce qui, par le lemme 2.4, entraine que A k est un multiple 
a gauche de x et de y. D'apres [17, Proposition 2.4], ceci est sufBsant pour assurer 
l'existence d'un ppcm a gauche et d'un pged a droite pour x et y 

(ii) Par definition, *x a *y est un diviseur a gauche de *x et *y, done (*x a *y)* 
est un multiple a gauche de x et y, et done de x vy. Done, en particulier, x vy est 
dans S, et *(xvy) est defini. Ensuite, x et y sont des diviseurs a droite de xvy, done 
*(x v y) est un diviseur a gauche de *x et de *y, done de *x a *y. Par consequent, 
(*x a *y)* est un diviseur a droite de ivy, et nous deduisons xvy — (*x a *y)* ■ 

On trouve ensuite 

*yy = A = *(x v y)(x v y) = (*x a *y)(x/y)y, 

d'ou *y = (*x a *y)(x/y), qui donne x/y = (*x a *y)\*y. 

L'argument est semblable pour le pged a droite. Comme *x et *y sont des di- 
viseurs a gauche de *x v *y, (*x v *y)* est diviseur a droite de x et de y, done 
de x Ay. D'un autre cote, x a y est un diviseur a droite d'un element de S, done 
il est element de S. Puisque x a y est diviseur a droite de x et y, *x et *y sont 
diviseurs a gauche de *(x a y), done *x v *y est diviseur a gauche de *(x a y), et 
x a y est diviseur a droite de (*x v *y)* . 

(iii) On a deja note que A est multiple a gauche de tout element de S. Puisque 
A appartient a S, ceci entraine que A est ppcm a gauche de S. Soit x quelconquc 
dans S : on a alors *xx = *x(*x)* = A = A v x = (A/x)x, d'ou *x = A/x. ■ 

Nous avons ainsi complete la demonstration de la proposition 2.1. En effet, il 
s'agissait de montrer qu'un mono'ide M comme ci-dessus est un monoide de Gar- 
side. Or, d'apres le lemme 2.4(iii), M est atomique; par definition, deux elements 
quelconques de M admettent un ppcm a droite; ils admettent un pged a gauche 
par le lemme 2.4(iii), et un ppcm a gauche et un pged a droite par le lemme 2.5, 
done M est un monoide gaussien. Enfin, la partie S consideree ci-dessus est finie, 
elle engendre M, et on a vu qu'elle est close par chacune des operations \, /, v 
et v. Par la proposition 1.10, on deduit que M est un mono'ide de Garside. ■ 

Les formules de dualite (2.4) sont valables dans tout monoide de Garside, et 
elles determinent les operations /, v et a en termes de leurs contreparties \, v 
et a. Ccs formules ne s'appliquent qu'aux elements de l'ensemble S considere, ce 
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qui n'est pas une restriction veritable : pour des elements x, y arbitrages, on peut 
determiner les valeurs de x/y, xvy ct x a y soit en utilisant une decomposition 
de x et y en produit d'elements de S, soit — ce qui est essentiellement equivalent 
- en remplagant S par une puissance S k telle que x et y appartiennent a S k ; 
on sait alors que l'ensemble S k a la merries proprietes de cloture que 5*. Nous 
terminerons cette section par une formule generale exprimant le pged de deux 
elements arbitraires en termes des operations de complement \ et /. 

Lemme 2.6. Soit M un monoide gaussien. Alors, pour tous x,y dans M, on a 

x v y = (x a y)-({x\y) v (y\x)), (2.5) 

et, done, x a y = (x v y)/((x\y) v (y\x)). 

Demonstration. Posons x' — y\x, y' — x\y, x" — x'/y', et y" = y'/x'. Par 
definition, nous avons 

x v y — xy' = yx' et x' v y' = x"y' = y"x' . 

D'apres la premiere egalite, x v y est un multiple a gauche de x' et y' , done il 
existe z verifiant x v y — z(x'vy'). On deduit xy' — zx"y', done x — zx", et, de 
meme, y — zy" . Done z est un diviseur a gauche de x et y, done de x a y. 

Reciproqucment, supposons x = z\X\ et y = Z\y\. On a z\X\y' = z\y\x' = xvy, 
done xiy' = y\x' . II existe done z" verifiant xi — z"x" et yi = z"y". On deduit 
z\z" x"y' — z\z"y" x 1 ~xvy, d'ou z\z" — z. Par consequent, z\ est un diviseur a 
gauche de z, et on conclut que z est le pged a gauche de x et y. ■ 



3. Structure automatique 

Nous etablissons ici que tout groupe de Garside est bi-automatique (Theoreme A 
de l'introduction), et, de surcroit, que cette structure automatique s'explicite tres 
simplement en termes des operations de complement. 

Dans un premier temps, nous allons construire unc forme normale dans tout 
groupe gaussien (de Garside ou non). Soit M un monoide quelconque, et S une 
partie generatrice de M. Alors tout clement de M s'ecrit commc produit fini 
d'elements de S. L'idee pour obtenir une decomposition distinguee, classique pour 
les groupes de tresses depuis [18] [2] [20] [19], consiste a pousser les elements de S 
par exemple vers la gauche, de sorte que le premier element soit maximal. 

Definition 3.1. Soit M un monoide, et S une partie de M. Pour x,y E M, 
on dira que x _l_s y est verifie si, pour tout diviseur a gauche s de y appartenant 
k S \ {1}, on a is ^ 5\ 

Le point crucial de la construction est le resultat suivant, qui est une consequence 
immediate des regies du calcul des complements : 
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Lemme 3.2. Soit M un monoide verifiant les conditions (Co), (Ci) et (C2), et 
S unc partic dc M close par \ et v. Soit (xi, . . .,x p ) une suite d'elements de S 
verifiant Xi J_s Xj+i pour tout i. Alors on a x\ J_s x 2 ■ ■ ■ x p . 

Demonstration. (Figure 3.1) Supposons X\S\ G S, avec s\ G S ct s\ ^ 1. II s'agit 
de montrer que s\ n'est pas un diviseur a gauche de x 2 ■ ■ ■ x p . Posons de prochc 
en proche Si = x^\si_i pour 2 < i < p, et montrons par recurrence sur i qu'on a 
XiSi G S, Si e S et Si ^ 1. Pour i = 1, ce sont les hypotheses posees plus haut. 
Pour i > 2, on a Si — Xi\si-i et XiSi — Xi v Sj_i, d'ou G S* ct XjSj G 5, puisquc 
Xj est dans S, s^-i aussi par hypothese de recurrence, et 5* est clos par \ et v; par 
aillcurs, la conjonction de Xi_iSi_i G S ct x^x _l_s x t entraine que Si-i n'est pas 
un diviseur a gauche de Xi, c'est-a-dire que 2i\si_i, qui est Si, ne vaut pas 1. On 
a done s p ^ 1. Or, par les regies du lemme 1.7, on a s p — (x 2 • • • x p )\si, et s p ^ 1 
signifie done que si n'est pas un diviseur a gauche de x-i ■ ■ ■ x p . ■ 



Figure 3.1. Decomposition normalc 

Proposition 3.3. Soit M un monoide gaussien — ou, plus generalement, un 
monoide verifiant (Cq), (Ci), et (C^) — et S une partie generatrice de M close 
par \ et v. Alors tout element de M possede une unique decomposition x\ ■ ■ -x p 
avec Xi, . . ., x p G S et Xi ±g x i+ i pour tout i. 

Demonstration. On prouve d'abord l'existence d'une decomposition comme ci- 
dessus pour tout element x de M par recurrence sur la norme ||a;||. Pour ||x|| = 0, 
on a x = 1, et le resultat est vrai. Supposons 1 ^ 1. Notons Div(x) l'ensemble 
des diviseurs a gauche de x. Soit X\ un element de norme maximale dans Div(cc). 
Comme y G Div(cc) entraine ||y| < ||x||, un tel clement x\ existe, et, commc Div(x) 
conticnt au moins un atomc, on a x\ ^ 1. Ecrivons x = x\x' . On a alors ||x'|| < 
IMI — ll x ill < Ikli done, par hypothese de recurrence, x' possede une decomposition 
x' = x 2 ■ ■ ■ x p avec Xi G S et Xi J-5 pour i > 2. On a alors x — xix 2 ■ ■ ■ x p , et il 
s'agit de montrer x\ ±5 x 2 . Soit x un diviseur a gauche propre de x 2 appartenant 
a S. Alors x\x est un diviseur a gauche de x\x 2 , done de x, et on a ||xix|| > 
||xi|| + ||x|| > ||xi||, ce qui, par definition de Xi, entraine xix ^ S. 

Pour Punicite, il suffit de montrer que, si (xi, . . -,x p ) est une suite d'elements 
de S verifiant Xi _l_s Xj+i pour 1 < i < p, alors x\ est determine par le pro- 
duit En effet, puisque M est simplifiablc a gauche, une recurrence mon- 

tre ensuite que x 2 , . . ., x p sont determines de meme. Posons X — X X * * * Xj) . Par 
construction, x\ appartient a Div(x) n S. Supposons que x\s soit un diviseur a 
gauche de x : alors s est un diviseur a gauche de x 2 • • ■ x p , par le lemme 3.2, on 
a xi J_s x 2 . . .x p , et done on deduit x\s S. Ceci signifie que x\ est un element 
de norme maximale dans Div(x) fl 5, ce qui determine X\ de fagon unique, car 
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Div(x) fl S est clos par ppcm a droite et, si x\ et x[ etaient deux elements dis- 
tincts de norme maximale dans Div(x) n S, l'element x\ v x[ contredirait cette 
maximalite. ■ 



On considere maintenant le cas des monoi'des de Garside. Supposons que M soit 
un mono'ide de Garside. Nous savons que M admct unc unique partie generatrice 
minimale, a savoir l'ensemble A de ses atonies, et que la cloture S de A par \ 
et v est la plus petite partie generatrice de M qui soit close par ces operations. 
Notons que S est egalement la cloture de A par les operations a gauche / et v. 
En effet, d'apres le lemme 2.5(h), l'ensemble S est clos par / et v, done, si S 
designe la cloture de A par / et v, nous avons S C S. Comme les hypotheses sont 
symetriques, un argument similaire donne S C S, d'ou S = S. On note A le ppcm 
de S, et les operations de dualitc referent au complement dans A : pour x dans S, 
on pose x* — x\A, et *x = A/x. 

Nous allons appliquer la proposition 3.3 en prenant pour S l'ensemble des 
elements simples. En fait, la minimalite n'est requise nulle part, et nous pour- 
rions aussi bien utiliser a la place de S une partie generatrice quelconque qui soit 
close pour \ et v, en particulier toute partie S k avec k > 1. 

La condition d'orthogonalite mentionnee dans la construction s'exprime simplc- 
ment en termes de pged. 

Lemme 3.4. Soit M un mono'ide de Garside, et S l'ensemble de ses elements 
simples. Pour x, y dans S, x ±5 y equivaut a x* a y = 1. 

Demonstration. On a x ±5 y si et seulement si, pour tout diviseur a gauche 
simple s de y distinct de 1, xs n'est pas simple, e'est-a-dire que xs n'est pas un 
diviseur a gauche de A de S, soit encore que s n'est pas un diviseur a gauche 
de x\A, qui est x*. ■ 

Proposition 3.5. Soit M un mono'ide de Garside. Tout element x de M admct 
une unique decomposition de la forme x\ ■ ■ ■ x p avec x\, . . ., x p simples distincts de 1 
et x* a x i+ i = 1 pour tout i. Pour x ^ 1, le premier facteur de la decomposition 
est x a A. 

Demonstration. D'apres la proposition 3.3 et le lemme 3.4, seule la derniere 
assertion reste a demontrer. Supposons x ^ 1, et soit x\ ■■ ■ x p la decomposition 
de x donnee par la proposition. Par construction, x\ est un diviseur a gauche 
simple de x de norme maximale. Puisqu'il est simple, x\ est un diviseur a gauche 
de A, done de x a A, et, de la, nous avons ||xi|| < ||x a A||. D'un autre cote, x a A 
est un diviseur a gauche simple de x, done, par definition de x\, on doit avoir 
\\xi I = ||x a A||, d'ou xi = x a A puisque X\ est un diviseur a gauche de x a A. ■ 

La forme normale precedente sera appelee forme normale a gauche pour M. De 
fagon symetrique, nous avons une forme normale a droite : 
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Proposition 3.6. Soit M un mono'ide de Garside. Tout element x de M admct 
une unique decomposition de la forme x q ■ ■ ■ x\ avec x\, . . .,x q simples et *Xi a 
x i+ i = 1 pour tout i. Pour x ^ 1, le dernier facteur de la decomposition est xaA. 

Considerons maintenant le cas des groupes de Garside. II se ramene a celui des 
monoi'des grace a l'existence de fractions irreductibles. 

Lemme 3.7. Soit M un mono'ide de Garside, et G son groupe de fractions. Alors 
tout element z de G admet une unique decomposition z — x~~ x y avec x,y G M et 
XAy = 1, et, symetriquement, une unique decomposition z — x'y 1-1 avecx' , y' G M 
et x'7\y' = 1. 

Demonstration. Par definition, tout element z de G admet une decomposition 
z = x'~ y' avec x',y' G M. Posant x' = z'x et y 1 — z'y avec z' = x' a y', on a 
XA,y = lctz = x^y par construction. Par le lemme 2.6, on obtient x v y = 
x(x\y) — y(y\x) = (x\y) v (y\x). Supposons alors z = x"~ 1 y" avec x" , y" G M. 
De = (x\y)(y\x)^ 1 on deduit x"(x\y) = y"(y\x), done, puisque x(x\y) est 
le ppcm a gauche de x\y et y\x, l'existence de z" verifiant x" — z"x et y" — z"y. 
Alors x" Ay" = 1 entraine z" = 1, soit x" — x et y" = y. ■ 

Definition 3.8. Dans le contexte du lemme precedent, les elements x et y seront 
appeles le denominateur et le numerateur gauches de z, et notes D(z) et N(z); 
symetriquement, x' et y' seront appeles numerateurs et denominateurs a droite, 
et notes N(z) et D(z). Ainsi, pour tout z dans G, on a 

z = Diz^Niz) = N(z)D(z)~ 1 , 

avec D(z) a N(z) = N(z) a D(z) = 1. 

En rasscmblant les elements, nous obtenons l'existence des formes normales 
appelees «mixed canonical forms* dans [20, Chap. 9] : 

Proposition 3.9. Soit G le groupe de fractions d'un mono'ide de Garside M. 

(i) Tout clement de G admet une unique decomposition de la forme 
Xp 1 ■ ■ ■ x^yi ■ ■ ■ y q , avec x\, . . ., x p , yi, . . ., y q elements simples de M verifiant 
xi a yi = 1, et, pour tout k, x* k a x k+x = I, et y* k a y k+ i = 1. 

(ii) Tout clement de G admet une unique decomposition de la forme 
x p - ■ ■ xiy^ 1 ■ ■ ■ y~ x , avec x\, . . ., x p , yi, . . ., y q elements simples de M verifiant 
xi a yi = 1, et, pour tout k, *x k a x k +i = I, et *y k a y k +i = 1. 

Dans le contexte precedent, nous dirons que la suite (x" 1 , . . ., x^,yi, . . ., y q ) est 
la forme normale a gauche de l'element z, et que (x p , . . ., x\, yf 1 , . . ., y q v ) en est la 
forme normale a droite. 

Nous allons montrer que les formes normales precedentes sont associees a une 
structure (bi)-automatique. La demonstration est extremement simple, qui con- 
traste avec les calculs de [9], repris dans [17]. Les seuls resultats dont nous aurons 
besoin sont les suivants : 
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Lemme 3.10. Soit M un mono'ide gaussien. 

(i) Supposons que x' divise a gauche zx, et y' divise a gauche zy. Alors x' a y' 
divise a gauche z(x a y); done, en particulier, x a y — 1 entraine x 1 a y 1 = x' a y' a z. 

(ii) Si A est un clement de Garside de M, on a (xy) aA = (x(y a A)) a A pour 
tous x, y dans M. 

Demonstration, (i) Par definition, x' a y' divise a gauche zx et zy, done il divise 
leur pged a gauche, qui est z(x a y). Pour x a y = 1, on deduit que x' a y' divise a 
gauche z, done i'ai/'az. 

(ii) Posons y' = y a A. Alors (xy) a A est le ppcm a droite des diviseurs de A 
qui divisent a gauche xy, soit (xy) aA = \/{s ; A\s = (xy)\s = 1}. On a (xy)\s = 
y\(x\s); or, pour s divisant A, x\s divise A, done la condition y\(x\s) = 1 dans 
la formule precedente est equivalente a y'\(x\s) = 1, d'ou 

xy a A = \/{s ; A\s = y\(x\s) = 1} = \/{s ; A\s = y'\(x\s) = 1} = xy' a A. ■ 



II est alors tres facile de calculer, pour s simple, la forme normale d'un 
element zs ±1 a partir de celle de z. Dans le cas de la forme normale a gauche, 
il est commode de decrire le passage de la forme normale de z a celle de zs -1 , et 
a celle de zA : le passage de z a zs s'en deduit en ecrivant zs — zA(s*) _1 . 

Lemme 3.11. Soit G le groupe de fractions d'un mono'ide de Garside M , et 
(y^ 1 , . . ., , x\, . . ., x p ) la forme normale a gauche d'un element z de G. 

(i) Pours simple, la forme normale a gauche de zs -1 est (y'^i, ■ ■ ., y'l" 1 , x[, . . ., x' p ), 
avec s p+ i = s, puis x' { — Xi/s i+1 et Si = s i+1 /xi pour p > i > 1, ensuite t\ — S\, 
Vj = tjVj a A et t j+1 = yj\(tjyj) pour 1 < j < q, et, enhn, y' q+l = t q+1 . 

(ii) La forme normale a gauche de zA est (y^ 1 , ■ ■ ., y% , y\ , x\* , . . - ,x** ). 

(Hi) La forme normale a gauche de z A -1 est (y^ 1 , ■ ■ ., yf 1 , **x 2 , . . ., **x p ). 

Demonstration, (i) Par construction, on a x'^i+i = SiXi pour tout i, et y'jtj+i = 
tjyj pour tout j, done le diagramme 



commute, et on obtient y' q+ i • • • y[ 1 x' 1 ■ ■ ■ x' p = y q 1 • • • y 1 1 x\ ■ ■ ■ x p s 1 = zs 1 . La 
seule question est de montrer que la suite (y'q+i, ■ ■ ■, y'l" 1 , x[, . . ., x' p ) est bien unc 
forme normale a gauche. Par construction, tous les facteurs sont simples, et il s'agit 
de verifier les conditions de pged. 

Considerons d'abord le cas de x\ et x' i+1 . Par definition, on a 

x i x i s i = As { = Si A = SiXiX { = x i s i+1 x i , 

done x'*s** = s i+ ix* , ce qui montre que x '* est un diviseur a gauche de Si + \x*. Par 
aillcurs, on a x' i+1 s i+2 = s i+ iXi, done x' i+1 est un diviseur a gauche de s i+ ix i+ i. 
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Comme on a s i+ i a x' i+1 = 1 par construction, et x* a x i+ i = 1 par hypothese, le 
lemme 3.10(i) donne x'* a x' i+1 = 1, comme souhaite. 

Considerons maintenant le cas de y[ et x\ . A nouveau, x\ est diviseur a gauche 
de S\X\, et, de meme, y[ est diviseur a gauche de S\y\. On a s\ a x[ = 1 par 
construction, et x\ a yi = 1 par hypothese, d'ou a j/J = 1 par le lemme 3.10(i). 

Considerons finalement le cas de y'j et y'j +1 - Par definition, on a y'- = tjyjAA. Or, 
par hypothese, on a aussi yj — (yj ■ ■ ■ y q ) a A. Par le lemme 3.10(h), on deduit y'- = 
{tjVj ■ ■ ■ %)aA = (y' 3 y' 3+1 ■ ■ ■ ^+i)aA, done, en particulicr, y'*A{y' J+1 ■ ■ ■ y' q+1 ) = 1, 
et, a fortiori, y'* a y'j +1 = 1. 

(ii) On a XiA = Ax** pour tout i, et, par ailleurs, y\y* — A, done le diagramme 



est commutatif, et on obtient y q 1 • • • y 2 1 ylxl* ■ ■ ■ x** = zA. La seule question est 
a nouveau de montrer que la suite (y^ 1 , ■ ■ ., y 2 , y*, x**, . . ., x** ) est une forme 
normale a gauche, soit, les facteurs etant clairement simples, de montrer que les 
conditions de pged entre deux termes consecutifs sont verifiees. Or, pour tout i, on 
a (x**)* ax**! = (x* Ax i+1 )** = 1** = 1, puisque l'application x >-> x** induit un 
automorphisme de M. Ensuite, on a y\ a y 2 = 1 par hypothese, puis, pour j > 2, 
y* a j/j+i = 1, toujours par hypothese. 

(iii) L'argument est similaire. On a cette fois **XiA = Axi pour tout i, et 
*xixi — A, d'ou le diagramme commutatif 



qui donne y^ 1 ■ ■ ■ y^ 1 {*x\)~ 1 **X2 ■ ■ ■ **x p = zA^ 1 . II s'agit encore de verifier les 
conditions de pged entre termes voisins : pour tout i, on a (**Xi)* a **x i+i = 
**(x* a Xi+i) = **1 = 1, et, enfin, (*xi)* a yi = x\ a yi = 1. ■ 

Proposition 3.12. Tout groupe de Garside est bi-automatiquc. 

Demonstration. Soit M un monoide de Garside, et G son groupe de fractions. 
Soit S l'ensemble des elements simples de M. Considerons le langagc L forme par 
les formes normalcs a gauche, considerccs comme mots sur l'alphabet S U S^ 1 . 
D'abord L est un langagc rcgulier, car l'appartenance d'un mot a L est definie 
par des conditions locales consistant en une listc (finie) de lettres permises apres 
chaque lettre : apres une lettre negative les lettres autorisees sont les lettres 
positives x verifiant x a y = 1, et les lettres negatives y'~ x verifiant y'* a y = 1; 
apres une lettre positive x, les lettres autorisees sont les lettres positives x' verifiant 
x* a x' = 1. 

Ensuite la formule explicite du lemme 3.11 (i) montre que la distance entre la 
forme normale d'un element z et celle de zs _1 est uniformement bornee par 2 (en 
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termes de l'alphabet 5), ce qui etablit la propriete du 2-compagnon de route — ou 
«2-fcllow traveller property* . On dcduit que lc langage des formes normales a 
gauche est associe a une structure automatique. 

Enfin, la symetrie de la forme normale entraine une propriete de compagnon de 
route similaire pour la multiplication a gauche, et done le langage L est associe a 
une structure bi-automatiquc. ■ 

A cote du resultat d'existence precedent, qui ne decrit pas explicitement les 
automates mis en jeu, nous allons maintenant construire des automates tres sim- 
ples calculant les formes normales. Nous considererons ici seulement le cas des 
monoi'des. Le cas des groupes n'est pas directement couvert par cette approche, 
mais les algorithmes decrits a la section 4 montrent comment se ramener a des 
fractions irreductiblcs, et, de la, du groupe au monoi'de. 

Le cas de la forme normale a droite est le plus facile, et la solution est une 
extension naturelle de celle decrite dans [20, chapitre 9] pour les groupes de tresses. 
Nous allons decrire un automate fini d'alphabct A et d'ensemble d'etats S calculant 
le dernier facteur de la forme normale a droite, au sens ou l'etat final obtenu apres 
lecture d'un mot u par l'automate est u a A, ou u designe la classe du mot u 
dans le monoi'de. On rappelle qu'un tel automate est la donnee d'une fonction T : 
S x A — > S et d'un etat initial q; l'etat final de l'automate apres lecture du mot u 
est, par definition, l'etat T(q, u) defini inductivement, en notant e le mot vide, par 
T{q,e) — q et T{q 1 ux) — T(T(q,u),x). On part de formules de calcul de pged. 

Lemme 3.13. Soit M un monoide de Garside. Pour s,t simples, on a 

st a A = *(t*/s**), et si a A = (**t\*s)*. (3.1) 

Demonstration. La forme normale a gauche de s est (s), done, par le 
lemme 3.11(h), celle de sA est (A, s**), et celle de st, qui est sA(t*) -1 , est 
(*(t*/s**), s**/t*). Or, par dchnition, lc premier terme de cette suite est st a A. 

Un argument symetrique montre que la forme normale a droite de At est (**t, A), 
et que celle de st est (*s\**t, (**t\*s)*). Par definition, lc dernier terme de cette 
dcrniere suite est st a A. ■ 

Proposition 3.14. Soit M un monoide de Garside, A l'ensemble de ses atomes, 
S l'ensemble de ses simples, et A V element simple maximal. DeEnissons T : S x 
A — > S parT(s, a) = (**a\*s)*. Alors, pour tout mot u sur A, on a ua A = T(l,u), 
e'est-k-dire que le resultat de la lecture de u par l'automate (T, 1) est le dernier 
terme de la forme normale a droite de u. 

Demonstration. On a trivialement e a A = 1 = T(l,e), done, pour montrer le 
resultat inductivement, il sufht de demontrer Pegalite 

xa a A = T(x a A, a) 

pour x dans M et a dans A. Par le lemme 3.10(h) (en fait, sa contrepartie pour le 
pged a droite), on a (m)aA = ((x a A) a) a A. Comme xa A et a sont simples, le 
resultat decoule alors immediatement de la formule (3.1). ■ 
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Remarque. Commc dans [20], nous pouvons considerer un transducteur, 
dcfini commc un automate muni d'une fonction de sortie O envoyant S x A 
dans Pensemble des mots sur A. On definit alors la sortie produite par la lec- 
ture du mot u comme lc mot 0{q 1 u) inductivement defini par 0(q,e) = e et 
0(q, ua) = 0(q, u)0(T(q, u), a). La demonstration precedente montrc que, si nous 
posons 0(s, a) = *s\**a, alors, pour tout mot u sur A, on a u = 0(1, u)-T(l, u) : 
e'est dire que le mot 0(1, u) represente le reste du mot u lorsque le dernier terme 
de la forme normale a droite a ete retire. En faisant lire par le transducteur le 
mot 0(1, u), on obtiendra de meme l'avant-dernier terme de la forme normale a 
droite de u, et ainsi de suite. Cette iteration fournit un algorithme de complexite 
quadratique determinant la forme normale a droite. 

Exemple 3.15. La figure 3.1 represente le transducteur calculant la forme nor- 
male a droite pour le mono'ide (a, b; aba = b 2 ) + . Les etats (domaines cercles) cor- 
respondent aux elements simples. Lcs Heches pleines representent la lecture de a, 
les tiretees la lecture de b; la presence d'une etiquette u sur une fleche x entre les 
etats s et t signifie qu'on a T(s, x) — t et 0(s, x) — u, e'est-a-dire que, partant de 
l'etat s et lisant la lettre x, on passe dans l'etat t en produisant le mot u. 



Figure 3.2. Transducteur pour (a, b ; aba = b 2 ) + 



Pour la forme normale a gauche, nous pouvons trivialement obtenir des resultats 
analogues en considcrant des pseudo-automates lisant les mots de droite a gauche, 
mais la veritable question est l'existence d'automates standard lisant de gauche 
a droite. L'approche precedente echoue, car il est en general faux que la valcur 
de (m)aA ne depende que des valeurs de xaA et de a : dans le groupe de tresses B3, 
on a CT1CT2 a A = o\o\ a A = o\(Ji, mais o\a?<j\ a A = A ^ o\o\o\ a A = o\<J2- 
Par contre, la construction est encore possible en prenant comme ensemble d'etats 
Pensemble P p , ou P est l'ensemble des elements primitifs a droite de M, e'est-a- 
dire la cloture des atomes par l'operation \. 

Proposition 3.16. Soit M un mono'ide de Garside, A l'ensemble de ses atomes, 
et P l'ensemble de ses elements primitifs a droite. DeGnissons T : P p xi^ P p 
par 

T(f,a) = r a of (3.2) 
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oil v a est definie pour a £ A et p <E P p&r v a (p) = a\p. Alors, pour tout mot u 
sur A, on a 

UAA = \/{peP;T(id,u)(p) = l} 

— et done l'automate (T, id) determine le premier facteur de la forme normale a 
gauche de u. 

Demonstration. Pour x dans M, notons f x l'application de P dans P definie par 
f x (p) = x\p. On a /i = id par definition, et, d'apres les formules des complements, 
il vient, pour x E M, a E A et p E P, 

fxa{p) = (xa)\p = a\(x\p) = a\f x (p) = r a (f x (p)), 

soit f xa — r a a f x , et, inductivement, fa — T(id, u) pour tout mot u sur A. Or, 
pour p primitif, p est un diviseur a gauche de x si et seulement si on a x\p = 1 , soit 
fx(p) = 1. Le seul point a montrer est done que iaA est egal au ppcm a droite x' 
des elements primitifs divisant x a gauche. Or, tout element primitif est simple, 
done x' est un diviseur a gauche de i a A. Inversement, a; a A est simple, done, 
d'apres les resultats de la section 1, il est un ppcm a droite d'elements primitifs, 
lesquels sont necessairement des diviseurs a gauche de x. ■ 

Remarque. L'approche precedente s'applique egalement a la forme normale a 
droite. Introduisons l'ensemble P des elements primitifs a gauchejzomme la cloture 
des atomes par l'operation /. Pour x E M, definissons f x : P —> P par f x (p) = p/x. 
Alors la fonction f x est calculee inductivement par la regie f X a(p) — fx(p/a). On 
obtient done fa = T(id, u), ou T = P p x A — > P p est determinee par 

T(/,a) = /.r„, (3.3) 

avec r a : p p/a, formule qui est la contre-partie exacte de (3.2). On obtient 
alors, pour tout mot u sur A, 

uaA = \J{ P eP; T(id,«)(p) = 1} : 

l'automate (T, id) determine le dernier facteur de la forme normale a droite de u. 
Ces resultats montrent a nouveau le role central des operations \ et / : les auto- 
mates precedents sont essentiellement la table de ces operations sur les clotures 
des atomes. 

Exemple 3.17. La figure 3.2 montre l'automate calculant le pged a gauche 
avec A dans le cas du monoi'de de tresses B% , de presentation (a, b ; aba — bab) + . 
II y a deux atomes, a savoir a et 6, et cinq elements primitifs a droite (et a gauche), 
a savoir 1, a, b, ab, ba. On obtient un automate a 20 etats, represente sur la figure 3.2 
(les fleches en plein representent a, les fleches en tirete representent b). 
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Figure 3.2. Automate pour le pgcd a gauche dans B3 
4. Presentations 

On montre ici que tout groupe de Garside admet une presentation d'un cer- 
tain type, dit complcmcntc, ct que toutes les operations du monoi'de se calculcnt 
a partir d'une telle presentation au moyen d'une operation combinatoirc appclcc 
redressement de mots. Les resultats du debut de la section figurent, avec des no- 
tations differentes, dans [17], auquel nous renvoyons pour d'autres details et les 
demonstrations manquantes. 

Pour tout ensemble S, nous noterons Mo(E) Pcnscmble des mots sur E, c'est- 
a-dire le monoi'de libre de base E; le mot vide est note e. Si E est une partie 
generatrice d'un monoi'de M, alors, par definition, tout element x de M admet des 
decompositions comme produit d'elements de E : pour w dans Mo(E), on notera 
comme precedemment w l'image x de w dans M; on dira alors que w est une 
expression de x, et que x est revaluation de w dans M. 

Definition 4.1. Soit M un monoi'de verifiant les conditions (Co), (Ci) et (C2), 
et E est une partie generatrice de M. On appelle selecteur de ppcm sur E toute 
application (partielle) / de E x E dans Mo(E) tel que, pour a, b G E, /(a, b) est 
une expression de a\b lorsque ce dernier existc. 

Par definition, on a a\a = 1 pour tout a dans E, done, si / est un selecteur 
de ppcm sur E, et si M satisfait a la condition (Co), e'est-a-dire n'admet pas 
d'inversible autre que 1, alors, necessairement, /(a, a) est le mot vide e. Par ailleurs, 
par definition, a\b existe si et seulemcnt si b\a cxiste, et, par consequent, le do- 
maine de tout selecteur de ppcm est un sous-ensemble symetrique de E x E. 

Definition 4.2. Soit E un ensemble non vide. On appelle fonction de redresse- 
ment sur E une application partielle de E x E dans Mo(E) verifiant /(a, a) = e pour 
tout a, et telle que le domaine de / est symetrique. On note alors Rf la famille des 
relations af(a, b) = 6/(6, a) pour (a, 6) e Dom(/), et =+ la congruence sur Mo(E) 
engendree par Rf. On dit qu'une presentation de monoi'de est complementee si elle 
est associee a une (necessairement unique) fonction de redressement. 
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Proposition 4.3. [17] Soit M un monoide gaussien — ou, plus generalement, un 
monoide verifiant les conditions (Cq), (Ci) et (C2). Soit £ une partie generatrice 
quelconque de M, et f un selecteur de ppcm sur E. Alors f est une fonction de 
redressement sur E et (E ; Rf) + est une presentation complcmentee de M. 

Demonstration. Notons ~ la congruence sur Mo(£) telle que M est Mo(E)/ ~. 
Par definition d'un selecteur de ppcm, on a a/(a, 6) ~ 6/(6, a) pour a, 6 G Dom(/), 
done u =" f v entraine w ~ v puisque les paires {af(a, 6), 6/(6, a)} engendrent =t. 

Reciproquement, nous montrons que u ~ w entraine it =t u par recurrence 
sur Pour \\u\\ = 0, on a u = v = 1, done, par (Co), it = t> = e, et u =J~ t>. 
Supposons »,«/£. On ccrit u = au\, v = bv\, avec a, b e E. L'hypothcse u = v 
signifie que u est un multiple commun a droite de a et 6. Par (C2), il existe un 
mot w verifiant u = v = (a v 6)w, d'ou u = aui ~ a/(a, 6)u> ~ 6/(6, o)w ~ 
6«i = w. Par (Ci), on deduit u\ ~ f(a,b)w et ui ~ f(b,a)w. Or, par (Cq~), 
on a ||/(a, 6)u>|| < — ||a|| < et, de meme, ||/(6, a)w\\ < \u\\. Appliquant 
l'hypothese de recurrence, on deduit u\ =* f(a, b)w, et v\ =^ /(6, a)w, d'oii 
u = au\ =| af(a, b)w =^ 6/(6, a)w bv\ = v, et done u =| v. ■ 

Question 4.4. he resultat precedent reste-t-il valable lorsque la condition (Cq) 
(atomicite) est affaiblie en (Co) (pas d'inversible autre que 1)7 

Si M est un monoide gaussien, S une partie generatrice de M, et / un selecteur 
de ppcm sur S, alors toutes les operations de M se calculent a partir de / de facon 
effective. Pour le demontrer, nous introduisons une operation combinatoire sur les 
mots appelee redressement («reversing» en anglais). 

Par definition, si / est un selecteur de ppcm sur S, le mot /(a, 6) est une 
expression de l'element a\6 de M pour tous a, 6 dans S. L'idee est d'etendre 
l'application / en une operation binaire partielle notee \ f sur Mo(S) de sorte que, 
pour tous mots u, v sur S, le mot u\ f v soit une expression du complement u\v, 
quand ce dernier existe. 

Dans toute la suite, lorsque S est un alphabet, nous introduirons une copie 
disjointe notee a -1 pour chaque lettre a de S, et nous noterons S _1 l'ensemblc 
des lettres a -1 . Pour tout mot w sur £ U on note w^ 1 le mot obtenu en 
echangeant chaque lettre a avec la lettre a -1 correspondantc, et en renversant 
l'ordre des lettres. Ainsi, si G est un groupc engendre par E et si le mot w represente 
l'element x de G, alors w^ 1 represente 

Definition 4.5. [13] [17] Soit / une fonction de redressement sur S. Pour w, w' 
mots sur E U E _1 , on dit que w est f -redressable en w', note w —* f w', si on peut 
passer de w a w' en un nombre fini d'etapes consistant a remplacer un sous-mot 
de la forme a _1 6 avec a, 6 6 E par le mot f(a, 6)/(6, a) -1 correspondant. Pour u, v 
mots sur E, on definit u\ f v comme l'unique mot u' sur E tel qu'il existe un mot v' 
sur E verifiant u^v -^> f v'u'^ 1 , s'il existe, et uv f v comme u-(u\ f v). 

On associe a chaque redressement de mot un graphe planaire (voisin d'un dia- 
gramme de Dehn) compose de fleches verticales et horizontales etiquetees par des 
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elements de E, et tel que le redressement du mot a 1 b en f(a, b)f(b, a) 1 se traduit 
par la fermeture du motif 



Nous renvoyons a [16, chapitre II], et considerons ici simplement un exemple. 

Exemple 4.6. Soit E = {a, b}, et soit / l'application de E 2 dans Mo(E) dcfinie 
par f(a,b) = ba, f(b,a) = b, f(a,a) = f(b,b) = e. Le mono'ide (E ; Rf) + est ici 
(a, b ; aba = b 2 ) + . La figure ci-dessous illustre le redressement du mot a _1 &a 2 en le 
mot 6a6 2 a6 _1 a _1 fe _1 , qui donne done a\ f ba 2 = bab 2 a et ba 2 \ f a = bab. 



L'operation \ f est en general une operation particllc sur Mo(E), non 
necessairement definie pour tous les mots : comme \ f coincide avec / sur SxS, 
e'est le cas si / n'est pas partout definie sur SxS, mais, meme si / est partout 
dcfinie, il se peut que le redressement d'un mot ne se termine pas en un nombre fini 
d'etapes. Comme dans la section I, nous noterons u\ f v = _L quand u\ f v n'existe 
pas, et nous etendons \ f en une operation partout dcfinie sur Mo(S) U {_L} en 
posant u\ / _L — -L\jii = -L\/-L = _L pour tout u, et de meme pour le produit 
des mots. De meme, nous etendons =^ en une congruence sur Mo(E) U {_L} en 
declarant _L =^ _L vrai, et u =t _L faux pour tout u dans Mo(S). 

Lemme 4.7. [13] Soit f une fonction de redressement sur E. Alors, pour tous 
mots u,v sur E, on a u(u\ f v) =+ v(v\ f u). 

D'apres nos conventions, le resultat precedent signifie que soit u\ f v et v\ f u 
sont definis et on a l'equivalence annoncee, soit ni l'un ni l'autre n'est defini. La 
demonstration est une induction facile sur le nombre d'etapes elementaires de 
redressement. 

Proposition 4.8. [17] Soit M un mono'ide gaussien — ou, plus generalement, 
un mono'ide veriRant les conditions (Cq~), (Ci) et (C 2 ) — , E une partie generatrice 
de M, et f un selecteur de ppcm sur E. Alors, pour tous mots u, v dans Mo(E), 
le mot u\ f v existe dans Mo(E) si et seulement si V element u\v existe dans M, et, 
dans ce cas, u\ f v est une expression de u\v, et uv f v est une expression deuvv. 
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Demonstration. Le lemme 4.7 montre que, si u\ f v est defini, alors la classe 
de u v f v est un multiple a droite commun des classes de u ct v, done, par (C2), le 
ppcm a droite de ces classes existe. 

Inversement, montrons par induction sur n que, si u et v sont deux mots tels 
que Ivi existe et qu'on ait ||u v v\\ — n, alors u\ f v existe et represente u\v. Pour 
n = 0, on a u = v = e, et les resultats ont triviaux. Supposons n > 1. Pour u = e 
ou»=e, les resultats sont a nouveau triviaux. Supposons u — au\ et v = bv\ avec 
a, b G X, et soit z ~uvv. Par hypothese, z est multiple a droite commun a a et 6, 
done /(a, 6) et /(&, a) sont definis. Ensuite 2 est multiple a droite commum de au\ 
et af(a,b), done ui ct f(a,b) ont un multiple a droite commun, done un ppcm 
a droite. Or, par construction, on a jm v f(a,b)\\ < \\z\\ — \\a\\ = n — 1, done, par 
hypothese de recurrence, u\\ f f(a,b) existe et il represente Ui\f(a,b). De meme, 
v\\ f f(b,a) existe et represente v\\f(b,a); finalement, en posant u 2 = f(a,b)\ f u\ 
ct v 2 = f(xy,a)\ f vi, on a de meme que U2\ f V2 existe et represente U2\V2- Done 
u\ f v est defini, et il represente 

(M/M)-((/MW)\(/MW)), 

lequel est, d'apres les formules de complement, u\v. ■ 

Definition 4.9. Soit / une fonction de redressement sur E. Pour u, v mots sur S, 
on dit que u v est verifie si on a u\ f v = v\ f u = e, e'est-a-dire u^v —> f e. On 
etend =^ de sorte que _L =^ _L soit vrai, et u =^ _L et _L =^ u faux pour tout 
mot u. 

Par le lemme 4.7, u v entraine u =| v. Dans le cas d'un mono'ide gaussien, 
la proposition 4.8 affirme que cette implication est une equivalence. Nous allons en 
deduire une solution pour le probleme de mot du mono'ide par redressement, ct, 
pour celui du groupe associe, par double redressement. On notera = la congruence 
sur Mo(S U engendree par =t" ct les paires {aa _1 ,e} et {a _1 a,e} pour a 

dans S, de sorte que le groupe (S ; Rf) est Mo(S U S -1 )/ = / . Remarquons que, 
par construction, w — > t w' entraine w = w' pour tous w, w' mots sur E U E 4 . 

Proposition 4.10. Soit M un mono'ide gaussien — ou, plus generalement, un 
mono'ide veriBant les conditions (Cq ), (Ci) et (C2) — , S une partie generatrice 
de M, et f un selecteur de ppcm sur S. 

(i) Deux mots u, v sur S representent le meme element de M si et seulement on 
a u v, e'est-a-dire u^v —> f e. 

(ii) Supposons que M verifie de surcroit la condition (C^), et soit G le groupe 
de fractions de M. Alors un mot w sur E US -1 represente 1 dans G si et seulement 
si il existe deux mots u, v sur S veri&ant w — > f uv^ 1 et u^v —> f e. 

Demonstration, (i) Par le lemme 4.7, la condition est suffisante. Inversement, 
u = v entraine u\v — v\u = 1, d'ou u\ f v — v\ f u — e par la proposion 4.8. 

(ii) La condition est suffisante, car w —* f w' entraine w = w' . Inversement, 
supposons w -^> f to -1 . Alors w = e entraine u = v, done u =^ v puisque M se 
plonge dans G, d'ou u^v — > } e par (i). ■ 
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Si M est un mono'ide gaussien, les operations \ et v dc M se determinent par 
redressement a partir de tout selecteur de ppcm. Le pgcd, ainsi que les operations 
symetriques de ppcm a gauche et de pgcd a droite, peuvent egalement etre calculees 
a l'aide de redressements, a condition d'introduire, a cote d'un selecteur a droite 
associe au ppcm a droite comme ci-dessus, une notion symetrique de selecteur 
a gauche et de redressement a gauche : supposant E partiejjeneratrice de M, on 
appellera selecteur de ppcm a gauche sur E une application / de E x E dans Mo(E) 
telle que, pour tous a, b dans E, f(a,b) represente l'element a/b, s'il existe. Si 
/ est une fonction de redressement sur E, et si w, w 1 sont deux mots sur E U 
E -1 , on dira que w est /-rcdressable a gauche en w', note w w', si on peut 
passer detuaio' en un nombre fini d'etapes consistant a remplacer un factucr du 
type a6 _1 avec a, b £ E par le facteur f(b, a) _1 /(a, b) correspondant. Les resultats 
sont alors symetriques : introduisant u/fV comme l'unique mot u' tel qu'il existe v' 
verifiant uv" 1 ^ v'^u', et uv f ~v comme (u/fv)-v, on obtient que u/jv represente 
l'element u/v, et tiv/ v l'element u v v. On deduit alors du lemme 2.6 : 

Proposition 4.11. Soit M un mono'ide gaussien, E une partie generatrice de M, 
et f et f respectivement un selecteur de ppcm a droite et a gauche sur E. Alors, 
pour tous mots u, v sur E, le mot (it V/ i>)// ((u\ f v) v/ (v\ f u)) represente had. 

On obtient done le pgcd a gauche de u et v par un triple redressement : 
on rcdresse a droite u _1 v en v'u'^ 1 , qu'on redresse a gauche en u"~ x v" ', et un 
representant du pgcd a gauche de u et v est obtenu en redressant a gauche le 
mot uu"^ 1 . Les operations du groupe de fractions se calculent de facon semblable. 
En particulier, denominateurs et numerateurs se determinent par double redresse- 
ment. 

Proposition 4.12. Soit G le groupe de fractions d'un mono'ide gaussien M, E 
une partie generatrice de M, et f et f respectivement un selecteur de ppcm a droite 
et a gauche sur E. Soit z un element quelconque de G, et w un mot sur E U E _1 
representant z. Soient u,v,u',v' les mots sur E verifiant w —* f vu^ 1 ~ f ~ u'^v' . 
Alors vl represente D{z), et v' represente N(z). 

Demonstration. Par construction, onaz = u'^v', done, d'apres le lemme 3.7, il 
sufht de montrer u' a v' = 1. Or, par construction, on a u' = u/ f ~v ct v' = v/fU\ si 
u' et v' avaient un diviseur a gauche non trivial commun, u'v et v'u nc pourraient 
representer un ppcm a gauche de u et v. ■ 

Comme z = 1 equivaut a D(z) = N(z) = 1, nous en deduisons une solution 
alternative du probleme de mot. 

Corollaire 4.13. Sous les memes hypotheses, un mot w sur EUS -1 represente 1 
dans G si, et seulement si, il existe deux mots u, v sur E verifiant w —> } uv^ 1 e. 

Enfin, le lemme 3.11 montrc comment calculer par redressement la forme 
normale (a gauche) de tout element d'un groupe de Garside : supposant que 
■ • . . soit la forme normale de z, on obtient la forme nor- 
male de zA en determinant les elements Hi** , done par double redressement 
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face a un mot representant A. Pour w representant un clement simple, on ob- 
tient le numerateur de la forme normale de zw -1 en redressant a gauche le mot 
Mi • • • UpW -1 ; le denominateur s'obtient alors par une succession de calculs de pgcd, 
done egalement par redressement. Noter que le lemme 3.13 permet de determiner 
successivement chaque facteur du denominateur a l'aide d'un unique redressement. 



5. Reconnaitre les monoides de Garside 

Nous avons vu dans la section precedente que tout monoide de Garside admct 
une presentation complementee (E;i?/) + , oil / est une fonction de redressement 
sur E, et qu'alors toutes les operations du monoide et celles de son groupe de frac- 
tions se determinent par /-redressement. Nous abordons ici la question reciproque 
de reconnaitre quand une presentation complementee definit un monoide de Gar- 
side. 

Le fait d'admettre une presentation complementee est une hypothese faible, et 
des conditions sur la fonction de redressement considered doivent etre ajoutees 
pour que le monoide associe ait de bonnes proprietes. Nous allons ctablir une liste 
de conditions necessaires verifiees par tout selecteur de ppcm dans un monoide de 
Garside, puis montrer que ces conditions sont sufnsantes. Nous partirons (une fois 
encore) des proprietes de l'operation \. 

Lemme 5.1. Soit M un monoide gaussien — ou, plus generalement, un monoide 
vcriBant les conditions (Co), (Ci) et (C2). Alors, pour tous x,y, z dans M, on a 

(x\y)\(x\z) = (y\x)\(y\z). (5.1) 

Demonstration. D'apres le lemme 1.7, le membre de gauche dans (5.1) est egal 
a (xvy)\z, et celui de droite a (yvx)\z : comme v est une operation commutative, 
les deux sont egaux. Par ailleurs, si l'une des expressions n'est pas definie, il en est 
de meme de l'autre. ■ 

Lemme 5.2. Soit M un monoide gaussien — ou, plus generalement, un monoide 
vcriBant les conditions (Cq), (Ci) et (C2) — , S une partie generatrice quelconque 
de M, et f un selecteur de ppcm sur E. Alors, pour tous mots u, v, w dans Mo(E), 
on a 

(u\ f v)\ f (u\ f w) =» (v\ jU )\ f (v\ f w). (5.2) 

Demonstration. Compte tenu de la proposition 4.8, la formule (5.2) est la tra- 
duction directe de la formule (5.1). ■ 

Definition 5.3. Soit / une fonction de redressement sur E. 
(i) Pour X C Mo(E)U{±}, on dit que / a la propriete du cube (resp. la propriete 
du cube faible) sur X si la relation (5.2) (resp. la relation 

(u\ f v)\ f (u\ f w) =; (v\ f u)\ f (v\ f w) ) (5.3) 

est verifiee pour tous u, v, w dans X. 
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(ii) On dit que / verifie la condition (*) s'il existe une partie finic X de Mo(S) 
qui est close par \ f , c'est-a-dire telle que, pour tous u,v dans X, u\ f v existe et 
appartient a J, et si, de plus, la cloture X v de X par v f est finie ct il existe fi 
dans X v tel que, pour tout u dans X v , on ait Q\ f u = e et il existe v dans X v 
verifiant v\ f Sl =t + u. 

Affirmer que / a la propriete du cube sur un triplet {u, v, w} signifie, lorsquc 
tous les mots mis en jeu sont dermis, que le cube represente sur la figure 5.1 sc 
ferme au sens ou, partant des trois aretes etiquetees u, v, w et utilisant le redresse- 
ment de mots pour construire les six faces, le redressement des trois petites faces 
triangulaires restantes se termine avec des mots vides. 



Figure 5.1. Propriete du cube 

Proposition 5.4. Soit M un monoi'dc de Garside, S une partie generatrice finic 
de M, et f un selecteur de ppcm sur E. Alors la fonction f a la propriete du cube 
sur Mo(£) et elle veriGe la condition (*). 

Demonstration. Le lemmc 5.2 exprime que / a la propriete du cube sur Mo(S). 
Notons X V ensemble des expressions des elements primitifs a droite de M. Comme 
S est fini, et que la longueur des expressions dans Mo(S) de chaque element x de M 
est bornee superieurement par ||a;||, l'ensemble X est fini. Supposons u, v e X. Par 
la proposition 4.8, le mot u\ f v est une expression de u\v : comme u et v sont 
primitifs a droite, il en est de meme de u\v, et u\ f v appartient a X. Done X est 
clos par \ f . 

Par le meme raisonnement, l'ensemble Y des expressions des elements simples 
de M est un ensemble fini de mots qui est clos par les operations \ f ct v /7 et qui 
inclut X. Par consequent, la cloture X v de X par v / est finie, et elle contient au 
moins une expression pour chaque element simple de M. Soit une expression 
quelconque de l'element A dans X v . Pour tout mot u dans X v , le mot Q\ f u 
represente A\u, qui est 1, et on a done necessairement fl\ f u = e. Inversement, si 

verifie fl\ f u — e pour tout u dans X v , Q represente necesairement A, puisqu'il 
represente un element qui est un multiple de tous les elements simples. 

D'apres la proposition 2.1, l'application s ^ s\A est surjective sur les simples 
de M. Done, pour tout mot u dans X v , il doit exister un element simple s verifiant 
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u = s\A. Cet element s a au moins une expression v dans X v , et la condition 
u = v\A entraine u =t + Par consequent, la condition (*) est verifiee. ■ 

Nous allons maintcnant montrcr que les conditions necessaires de la proposi- 
tion 5.4 sont aussi suffisantes, et, pour cela, utiliser la caracterisation de la propo- 
sition 2.1 en termes des conditions (C). La condition (Co) est gratuite. 

Lemme 5.5. Soit f une fonction de redressement sur S. Alois le monoide 
(S ; Rf} + satisfait a la condition (Co), c'est-a-dire n'a d'autre inversible que 1. 

Demonstration. Par construction, u e n'est possible que pour u = e. ■ 

Le point crucial est le resultat suivant, qui montre l'importance de la propriete 
du cube. 

Proposition 5.6. Soit f une fonction de redressement sur S. Alors les condi- 
tions suivantes sont equivalcntes : 

(i) La fonction f a la propriete du cube sur Mo(£); 

(ii) Les relations et =^ coincident; 

(Hi) La relation =+ est compatible avec l'operation \ f , au sens oil la conjonction 
de u' =* u et v' =+ v entraine u'\ f v' u\ f v. 

Demonstration. Supposons (i), et montrons (ii). Par le lemme 4.7, la rela- 
tion =^ est toujours incluse dans la relation Pour prouver l'inclusion 
reciproque, puisque, par definition, =1" est la relation d'equivalence engendree 
par les paires (uaf(a,b)v,ubf(b,a)v) avec a, b e E et u, v 6 Mo(£), il suffit de 
montrer qu'on a uaf(a,b)v =^ ubf(b,a)v, soit 

u _1 /(6, a)^ 1 b^ 1 u^ 1 uaf(a,b)v —* } e, 

ce qui est trivial, et que =^ est une relation d'equivalence. Renexivite et symetrie 
sont claires, et seule la transitivite fait probleme. Supposons u v w. 

Par hypothese, les mots v\ f u, u\ f v, v\ f w et w\ f v existent et sont vides. Done 
(v\fU)\f(v\ f w) existe, et il est vide. Comme / a la propriete du cube sur {v, u, w}, 
ceci entraine (u\ f v)\ f (u\ f w) = f e, done (u\ f v)\ f (u\ f w) — e. L'existence du mot 
(u\ f v)\ f (u\ f w) entraine en particulier celle de u\ f w. De plus, u\ f v = e entraine 
(u\fV)\f(u\ f w) = u\ f w. Nous avons done u\ f w = e. Un argument symctriquc 
donne w\ f u — e, done u w. Done =^ est transitive, et (i) entraine (ii). 

Supposons maintenant (ii), et montrons (iii). Puisque la relation =+ est 
symetrique et transitive, il suffit de montrer que, si u\ f v existe et qu'on a v' =t v, 
alors u\ f v' existe aussi et on a u\ f v' =* u\ f v et v'\ f u v\ f u. Or, sous ces 
hypothese, le lemme 4.7 entraine u(u\ f v) =J~ v(v\ f u), done u(u\ f v) =^ v'(v\ f u), 
soit, par (ii), u(u\ f v) =^ v'(v\ f u), et done (v'(v\ f u))\ f (u(u\ f v)) = e. Ceci en- 
traine en particulier (v' (v\ f u))\ f u — e, soit, par (1.4), 

(v\ f u)\ f (v'\ f u)=e. (5.4) 
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Nous deduisons que v'\ f u, et, par consequent, u\ f v', existent. Comme v et v' joucnt 
maintenant des roles symetriques, le calcul precedent donne (v'\ f u)\ f (v\ f u) = s, 
ce qui, conjugue a (5.4), demontre v'\ f u v\ f u, done v'\ f u v\ f u. Un calcul 
semblable donne (u\ f v)\ f (u\ f v r ) = e et (u\ f v')\ f (u\ f v) = e, d'ou u\ f v =^ 
u'\ f v, et, finalement u\ f v u'\ f v. Done (ii) impliquc (iii). 

On sait que u' u entraine u' =* u. Inversement, supposons u' =+ u. Par 
construction, on a u^u — > f e, e'est-a-dire u\ f u = e. Si (iii) est vraie, on deduit 
que v! u entraine l'cxistence de u\ f u' et u'\ f u, et qu'on a u'\ f u =t u\ f u = e, 
et u\ f u' =t u\ f u = e, soit v! =t + u. Ceci montre que (iii) entraine (ii). 

Finalement, supposons (ii) et (iii), et soient u,v,w des mots quelconques 
sur S. Si u\ f v n'est pas defini, v\ f u ne Test pas non plus, et (u\ f v)\ f (u\ f w) 
et (v\ f u)\ f (v\ f w) sont tous deux _L, done (5.2) est vraie. Supposons que 
u\ f v et v\ f u soient definis. Par (1.4), on a (u\ f v)\ f (u\ f w) = (u(u\ f v))\ f w 
et (v\ f u)\ f (v\ f w) = (v(v\ f u))\ f w. Supposons (u(u\ f v))\ f w defini. Par le 
lemme 4.7, on a u(u\ f v) =t v(v\ f u), done u(u\ f v) =t u(u\ / u). Alors (iii) 
entraine que (w(w\ / u))\ / w est egalement defini, et qu'on a (f(w\ / u))\ / w =| 
(u(u\ / w))\ / w. Par (ii), on deduit (v(v\ f u))\ f w =^ (u(u\ f v))\ f w, done en 
particulier ((u(u\ f v))\ f w)\ f ((v(v\ f u))\ f w) = e. Un calcul symetrique donne 
((v(v\ f u))\ f w)\ ; ((u(u\ f vu))\ f w) = e, d'ou (u(u\ f v))\ ; w =^ (v(v\ f u))\ f w, qui 
est la condition (5.2) pour u,v,w. Done (ii) et (iii) entrainent (i). ■ 

II est alors facile d'etablir les conditions (C\) et (C2). 

Lemme 5.7. Soit / unc fonction de redressement sur E ayant la propriete du 
cube sur Mo(S). Alors le monoide (E ; satisfait a la condition (Ci), e'est-a- 

dire admet la simplification a gauche. 

Demonstration. Soit M le monoide (E ; + . Supposons uv = uv' dans M, soit 
ra =t uv'. Par la proposition 5.6, on a uv =t + uv', e'est-a-dire (tiu) _1 (ii!)') ^ e. 
Par construction, on a (ra) _1 (ti«') — y f v^v', done, par unicite du resultat du 
redressement, v^v' —> f e, soit v =y~ v' , qui entraine v =^ v' , ctv — v' . ■ 

Lemme 5.8. Soit f unc fonction de redressement sur E ayant la propriete du 
cube sur Mo(E). Alors, quels que soient les mots u, v sur E, ii y a equivalence 
entre 

(i) les mots u\ f v et v\ f u sont definis; 

(ii) les elements u et v admettent un multiple a droite commun dans le 
monoide (E; Rf) + . 

Dans ce cas, u et v admettent un ppcm a droite, a savoir u v f v, et u\ f v 
represente u\v. 

Demonstration. Supposons (i). Par le lemme 4.7, on a u(u\ f v) =| v(v\ f u), et 
la classe commune de ces deux mots est un multiple a droite commun pour les 
classes de it et «. Done (ii) est vcrifiee. 

Inversement, supposons (ii). II cxiste des mots u' et v' verifiant uv' =J~ vu'. 
Puisque / a la propriete du cube, ceci implique uv' =t + vu' par la proposition 5.6, 
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soit v' u 1 vu' —* } e. Ainsi, lc redressement du mot v' u 1 vu' converge, et, a 
fortiori, celui du sous-mot u _1 v converge aussi, ce qui est dire que les mots u\ f v et 
v\ f u existent, et on a (i). De plus, l'hypothese v'~ u~ x vu' —* f e implique l'existence 
de mots u", v" satisfaisant 

v'-^uXfV) v"~\ (v\/u)~V u", v"~ 1 u"^,e. 

Ainsi, u est un multiple a droite de la classe de v\ f u, et, done, vu' est un multiple 
a droite de la classe de vv f u: cette derniere est done ppcm a droite de u et v. ■ 

Lemme 5.9. Soit f une fonction de redressement sur E ayant la propriete du 
cube sur Mo(E). Alors le monoide (E ; Rf) + satisfait a la condition (C2) : toute 
paire d'elements ayant un multiple a droite commun admct un ppcm a droite. 

Demonstration. Supposons que u et v admettcnt un multiple a droite commun 
dans M. Par le lemme 5.8, les mots u\ f v et v\ f u sont definis, et u v f v et v v f u 
representent un ppcm a droite de u et v. M 

Nous passons a la condition (C3). 

Lemme 5.10. Soit f une fonction de redressement sur S, telle qu'il existe une 
partie X de Mo(S) close par \ f . Alors lc f -redressement converge toujours, et 
done Fopcration \ f est partout deGnie sur Mo(S). De plus, si le redressement de 
tout mot u~ x v avec u, v € X requiert au plus k etapes et se termine avec un mot 
de longueur au plus I, alors le redressement d'un mot quelconque sur E U E _1 
requiert au plus \k-\g{w) 2 etapes, et il se termine avec un mot de longueur au 
plus £■ lg(w). 

Demonstration. Soit w un mot sur EUE -1 . Ecrivons w — u\ x ■ ■ ■ up' avec u, G X, 
= ±1 pour chaque i, et r < lg(w). Soit p le nombre d'exposants e, positifs. Un 
argument inductif illustre sur la figure 5.2 montre qu'il existe des mots v\, . . ., v r 
dans X tels que w soit /-redressable en vi ■ ■ ■ VpV^^ ■ ■ ■ v" 1 , et que le redressement 
se decompose en p(r - p) redressements de mots de la forme w^ 1 W2 avec tui, u>2 
dans X. Les bornes en resultent, puisqu'on a toujours p(r — p) < r 2 /4. ■ 



Figure 5.2. Convergence du redressement 
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Lemme 5.11. Soit f une fonction de redressement sur E, ayant la pro- 
priety du cube sur Mo(E), et telle que f satisfasse a la condition (*). Alors le 
monoide (E ; satisfait a la condition (C3). 

Demonstration. Soit X la cloture de S par l'operation \ f . D'apres le lemme 5.10, 
l'operation \ f est partout definie sur (E ; + . II resulte du lemme 5.8 que 
l'ensemble des elements du mono'ide representes par un mot de X est clos par 
l'operation \, et qu'il engendre le monoide puisqu'il inclut E. ■ 

Finalcment, nous deduisons la reciproque de la proposition 5.4 : 

Proposition 5.12. Soit f une fonction de redressement sur E, ayant la propriete 
du cube sur Mo(E), et satisfaisant a la condition (*). Alors le monoide (E ; Rf) + 
est un monoide de Garside, et, done, le groupe (E ; Rf) est un groupe de Garsidc. 

Demonstration. Par la proposition 2.1, il suffit d'etablir que le monoide (E ; Rf} + 
satisfait aux conditions (Co), (Ci), (C2), (C3) et (Ci). Les quatre premieres con- 
ditions resultent des lemmes 5.5, 5.7, 5.9 et 5.11. Enfin, pour (Ci), d'apres le 
lemme 2.3, il suffit d'etablir la surjectivite de l'application x 1— > x* sur les elements 
simples; compte tenu de la correspondance entre operation \ sur M et operation \ f 
sur Mo(E), et entre cgalitc dans M et ^^-equivalence dans Mo(S) due a la sat- 
isfaction par / de la prioriete du cube, la condition (*) donne le resultat. ■ 



6. Critcrcs pour la propriete du cube 

La propriete du cube pour la fonction / est primordiale pour l'etude du mono'ide 
(E ; Rf) + : si elle n'est pas satisfaite, on ne sait essentiellement rien dire, alors que, 
si elle l'est, on peut controler la divisibilite et l'egalite a l'aide de redressements de 
mots et, en particulier, etablir assez simplement l'eventuel caractere petit gaussien 
du monoide. II est done crucial de savoir reconnaitre si une fonction de redresse- 
ment donnee satisfait ou non la propriete du cube. 

Si / est une fonction de redressement sur un ensemble (fini) S, et u,v,w des 
mots sur E, etablir la propriete du cube en u,v,w se fait de facon effective a 
l'aide de redressements. Plus precisement, il existe un processus consistant en une 
suite finie de redressements tel que, si la condition est verifiee, alors le processus se 
termine en un nombre fini d'etapes et il donne une preuve de la condition cherchee. 
Cette situation, plus faible que la decidabilite puisqu'il se peut, si la condition n'est 
pas vcrificc, qu'on n'obtienne pas de reponse en un temps fini, est typique d'une 
condition rccursivement enumerable — ou semi-decidable, ou E° [3] . 

Considcrons maintcnant la propriete du cube sur l'ensemble Mo(E) entier : 
comme il existe une infinite de triplets de mots dans Mo(E), enumerer ceux- 
ci systematiquement et verifier la condition pour chacun d'eux ne permet pas 
d'etablir, meme de fagon theorique, la propriete en un nombre fini d'etapes. On ne 
peut obtenir un critere effectif que si on sait par avance que la propriete du cube 
sur un certain sous-ensemble fini de Mo(E) entraine la propriete du cube partout. 
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Nous rappcllons d'abord deux resultats partiels dans cette direction obtenus 
anterieurement. Le premier est implicite dans la preuve de Garside que le mono'idc 
des tresses satisfait aux conditions (Ci) ct (C2). 

Proposition 6.1. [13] [15] Soit f une fonction de redressement sur E telle que 
le monoide (E ; satisfasse (Cq). Alors f a la propriete du cube sur Mo(E) 

si et seulement si elle a la propriete du cube sur E, si et seulement si elle a la 
propriete du cube faiblc sur E. 

Le critere precedent s'applique aux presentations standards des groupes d'Artin, 
la condition (Cq~) etant verifiee puisque les relations preservent la longueur: lcs 
resultats de [5] montrent alors la propriete du cube sur les generateurs. II en est de 
meme pour les presentations de groupe considered dans [7] : elles sont associees a 
des fonctions de redressement / telles que /(a, b) n'est defini que pour a dans A ct 
b dans B, {A, B} etant une partition de Pensemble des generateurs : la propriete du 
cube sur les lettres est triviale car tout triplet contient necessairement deux lettres 
de A, ou deux lettres de B, pour lesquelles aucun redressement n'est possible; lcs 
groupes ainsi presentes ne sont pas gaussiens, puisque, dans le monoide associe, 
deux elements de A, ou de B, n'ont pas de multiple commun. 

Mis a part de tels cas, il est cn general difficile d'ctablir la condition (Cq"), ct 
aucune methode uniforme n'est connue — voir [23] pour un cxcmple mettant en 
jeu l'algorithme de Knuth-Bcndix. 

Un autre critere pour la propriete du cube est etabli dans [15], a partir d'une 
definition alternative de celle-ci : 

Lemme 6.2. Soit f une fonction de redressement sur E, et X une partic 
de Mo(E). Alors f a la propriete du cube sur X si et seulement si on a 

w\f(u(u\ f v)) =+ w\ f (v(v\ f u)), ct (u(u\ f v))\ f w = + f (v(v\ f u))\ f w (6.1) 

pour tous u, v, w dans X. 

Demonstration. La relation (1.4) donne (u\ f v)\ f (u\ f w) = (u(u\ f v))\ f w et 
(v\ f u)\ f (v\ f w) = (v(v\ f u))\ f w, done (5.2) est equivalente a la seconde des rela- 
tions (6.1). Pour la premiere, en utilisant (1.4) et le lemme 4.7, et en supposant 
(5.2) satisfaitc pour (u, w,v) ct pour (w, v,u), on obtient 

w\ f (u{u\ f v)) = (w\ f u) ■ {(u\fW)\ f (u\ f v)) 
=t (w\ f u) ■ ((w\ f u)\ f (w\ f v)) 

= + f ( w \f v ) ■ (( w \f v )\f( w \f u )) 

=f ( w \f v ) ■ (( v \f w )\f( v \f u )) = w \f( v ( v \f u ))- ■ 

Definition 6.3. Soit / une fonction de redressement sur E, et X une partie 
de Mo(E). Pour u =| v, definissons d f (u,v) comme le nombre minimal de Rf- 
relations necessaires pour transformer u en v. On dit alors que / est k-coherente 
sur X si, pour tous u, v, w dans X, on a 

d f {w\ f u(u\ f v),w\ f v(v\ f uj) + d f ((u(u\ f v))\ f w, (v(v\ f u))\ f w) < k (6.2) 

Par definition, si X est fini, et si / a la propriete du cube (faible) sur X, alors 
elle est fc-coherente pour un certain k. Un critere suffisant mais non necessaire est : 
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Proposition 6.4. [15] Si f est une fonction de redressement sur S qui est 
1-coherente sur E, alors f a la propriete du cube sur Mo(S). 

Le critere de la proposition 6.4 est automatiquement verifie dans le cas de deux 
generateurs, mais il l'est rarement dans le cas general. 

Nous allons maintenant etablir un nouveau critere, qui s'applique dans tous les 
cas et ne necessite aucune verification prealable. 

Proposition 6.5. Soit f une fonction de redressement sur E, et X une partie 
de Mo(E) U {_L} qui inclut E et est close par \ f . Alors f a la propriete du cube 
sur Mo(E) si, et seulement si, elle a la propriete du cube sur X. 

II est evident que la condition est necessaire, et tout le travail consiste a montrer 
qu'elle est sumsante. La demonstration est decomposee en plusieurs etapes. Jusqu'a 
la fin de la section, nous supposons que / est une fonction de redressement fixe 
sur E, que X est une partie de Mo(E) U {_!_} qui inclut E et est close par \ /; et 
que / a la propriete du cube sur X. D'apres la proposition 5.6, il suffit que nous 
montrions la compatibility de l'operation \ f et de la relation =1". 

Lemme 6.6. Pour u, v, v' e X, la relation v' v entraine v'\ f u =^ v\ f u et 
u \fv' =^ u\ f v. 

Demonstration. Suppsons que v\ f u existe. Par hypothese, nous avons v'\ f v = 
v\ f v' = e. Comme / a la propriete du cube sur {v, v' , u}, nous deduisons 

v'\ f u = s\ f (v'\ f u) = {v'\ f v)\ f (v'\ f u) (v\ f v')\ f (v\ f u) = e\ f (v\ f u) = v\ f u. 

Ceci entraine en particulier que v'\ f u et done u\ f v' existent. Utilisant la propriete 
du cube en {u, v, v'}, nous trouvons 

( u \f v )\f( u \f v> ) =T i v \f u )\f( v \f v ') = ( v \f u )\f£ = 

qui entraine (u\ f v)\ f (u\ f v') = e. Onobtient (u\ f v')\ f (u\ f v) — e symetriquement, 
d'ou on deduit u\ f v' u\ f v. ■ 

Lemme 6.7. (i) La relation =^ est transitive sur X. 

(ii) Pour u,v,u',v' dans X, la conjonction de u' u et v' =^ v entraine 
v '\f u ' =T v \f u - 

Demonstration, (i) Supposons u,v,w & X et u v w. Par hypothese, on 
a u\ f v — v\ f u — e. Appliquant le lemme 6.6 a v w, on obtient u\ f w =^ e 
et w\ f u e, done u\ f w = w\ f u = e, soit u w. 

(ii) Supposons que v\ f u existe. En appliquant le lemma 6.6, on obtient 

v'\ f u' =^ v'\ f u v\ f u, 

qui entraine v'\ f u' =^ v\ f u par (i), puisque v'\ f u', v'\ f u et v\ f u appartiennent 
a X, ce dernier etant suppose clos par \ f . ■ 

Nous introduisons maintenant des raffinements de la relation =^ . 
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Definition 6.8. Pour u, u' dans Mo(S) U {_L}, on dira que u =^ I u' est verifie 

si on a u = u' = e, ct, pour p > 1, que u =^ u' est verifie s'il existe deux 
decompositions u = u\- ■ -u p , u' — u[- ■ -u' p telles qu'on ait u\, . . ., u' p G X et 
u'j =^ Uj pour tout j. 

Ainsi, u' =^ u est la conjonction dc u' =^ w et de u, u' G X. 

Lemme 6.9. (i) Toute relation u =j p J v! entraine u =^ u' . 
(ii) La conjonction des relations v! = s v l u et v' =j q J v entraine u'\ f v' =j q J u\ f v 
et v'\ f u' =\ p l v\ f u. 

Demonstration, (i) Le resultat est clair par recurrence sur p (noter que, meme 
pour m, v! G X, il n'y a en general aucune raison pour que, reciproquement, u =^ 

u' entraine u =^ u'). 

(ii) Observons d'abord que le resultat est vrai pour p = et pour q = 0. En 
effet, pour p = 0, on a u' = u = e, done u'\ f v' = e = u\ f v, et, pour q = 0, on a 
v' = v = e, done v'\ f u' = u' et v\ f u = u. 

Ensuitc, nous utilisons une recurrence sur p+q. Supposons u' =^ u et v' =^ v. 
D'apres ce qui precede, nous pouvons supposer p > 1 et q > 1. Alors, on peut 
ecrire u — u\u 2 , u' = u[u 2 avec u[ u\ ct u' 2 =^T^ u 2 , et, de meme, v = v\v 2 , 

v' = v[v' 2 avec v[ v\ et v' 2 =^7^ v 2 . Posons m 0j = uj et w ij0 = v i, P ms 

u i,j — Vi-ij\ f Uij-i et Vi.j — Ui,j-i\ f Vi^ij (Figure 6.1). L'hypothese que X est 
close par \ f entraine inductivement que tous les mots m t i, u' i l7 Vi, et v\ sont 
dans X U {L}. Le lemme 6.7(ii) donnc u\ x =t + u^i et x =t + Ensuite, 
l'hypothese de recurrence donne u' 12 =^T^ u i,2 et u^ 2 u i,2- Ellc donne 

de meme u 2 1 M 2.i et w 2 ! ^ w 2 .i, et, finalement, u' 22 =f Y ^ w 2 ,2 et 

v 2.2 =/y 1 '' w 2,2- Reunissant les relations, on deduit u'\ f v' — u' 21 u' 2 2 =^ p Ju 2 ^u 2t2 = 
u\,v, et v'\ f u' = v' 12 v' 22 =^ q l vi. 2 v 2 . 2 = v\ f u. ■ 



Figure 6.1. Demonstration du lemme 6.9 

Definition 6.10. Pour v, v' dans Mo(£)U {_!_}, on dira que v =^ + v' est verifie 
s'il existe deux decompositions v = v viv 2 vs, v' = v' v[v' 2 v' 3 et deux entiers q, r 
verifiant 

(i) v 'o = { f q Y v o, et v' 3 = ( 2 v 3 , 

(ii) v 1 ,v 2 ,v' 1 ,v 2 G X, et w 2 =^ wiV/wi, et v 2 ee^ v[\ f v 1 . 
Lemme 6.11. La relation v v ' entraine v =^ v' . 
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Demonstration. Avec les notations de la definition, on a d'abord v' vo 
et v' 3 v 3 par le lemme 6.9(i), soit v^v'q — > f e et v^v^ —* t e. De meme, 

par hypothese, on a v 2 =^ v[\ f v-i, soit v^ 1 {vWfVi) —* } e, et, symetriquement, 
v 2~ { v 'i\f v ~t) —*t e - C* n trouve alors 



v V = v 3 1 v 2 1 v 1 1 v 1 v' v' 1 v' 2 v' 3 

-V ^^S^'i^s ^^(M^iK^A/^)" 1 ^ -»/ v^v'z -v e, 

lorsque tous les mots u,, sont dans Mo(S), et on conclut que v =^ v' est vrai. 
D'un autre cote, si au moins un des mots m est _!_, le mot v\ correspondant est 
egalement _L, et on a v = v' = _L, done v =^ v'. ■ 

Lemme 6.12. La conjonction de u' =^ u et v' =^y +v entraine u'\ f v' =^ + u\ f v 
et v'\ f u' = f p J v\ f u. 

Demonstration. Nous raisonnons par recurrence sur p. Supposons 
v' =jy + v - P° ur P = 0, la seule possibilite est v! = u = e, done u'\ f v' = v' =^y + 
v = u\ f u, et le resultat est vrai. Supposons p = 1. Fixons des decompositions 
v = V0V1V2V3, v 1 = v'qv[v' 2 v 3 comme dans la definition 6.10. On pose uo = u et 
u' Q = vl ', et on definit de proche en proche Uj — Vj-i\ f Uj-i et Wj = Uj\ f Vj, et, de 
meme, Uj = v' j _ l \ s u' 1 _ l et Wj = u'j\ t v'j. 



Par hypothese, nous avons u' =^ Y u et Vq =fl vo, done le lemme 6.9 donne 

u[ =^ Y ui, (6.3) 
w' = ( _v w o- (6.4) 

Par hypothese, vi et v[ sont dans X, done il en est de meme de vi\ f v[ et v[\ f vi. 
Toujours par hypothese, nous avons v 2 =^ Vi\ f v[ et v 2 =^ v[\ f vi, done, par le 
lemme 6.6, nous obtenons 

u 3 = v 2 \ f u 2 =y~ (ui\/t)i)\/«2 = (vA/ w i)\/0A/Ui), (6.5) 
w 2 = u 2 \ f v 2 u 2 \ f {vi\ f v' 1 ) = (f A/ U i)\/( U A/ U i)i (6-6) 



et, mutatis mutandis, 



^r= («i\/fi)\/K\/«i). (6-7) 

=f K\/«i)\/W\/«i), (6-8) 
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Comme / a la propriete du cube sur X, le mot de droite dans (6.5) est =^ + - 
equivalent a {v'i\fVi)\f(v'i\fUi), et, comme tous les mots concernes sont dans X 
et que =^ est transitive sur X d'apres le lemme 6.7(ii), nous deduisons 

u 3 =? K W- (6.9) 

Nous avons vu que u[ u\ est vrai, et tti, u[, v[ et v[\ f vi sont dans X, done, 
en appliquant le lemme 6.6 deux fois en partant de (6.7) et de (6.9), nous obtenons 
u' 3 =y~ u 3l et meme u' 3 =^ u 3 puisque u 3 et u' 3 sont dans X par construction. 

En appliquant de meme la propriete du cube et la transitivite de sur X, 
nous obtenons a partir de (6.6) et (6.8) les relations 

w 2 ^ (ui\,v{)\,(ui\fv' 1 ) = w{\f{ui\fv' 1 ), (6.10) 

w> 2 K\X)\/« W = w'Mu'^fVi)- (6.11) 

Comme on a u[ =^ u\, le lemme 6.6 donne d'abord u\\ f v[ =^ u' 1 \ f v[ = w[, 
d'ou, en utilisant (6.10), le lemme 6.6 a nouveau, et la transitivite de =^ sur X, 

w 2 ^w^w'^ (6.12) 

et, par un argument symetrique en partant de (6.11), 

w' 2 w'^fW!. (6.13) 

Maintenant, nous avons vu que u' 3 =^ u 3 est verifiee, et, par hypothese, nous 
avons v' 3 =^ v 3 . En appliquant le lemme 6.9, nous deduisons 

u' 4 = ( J (6.14) 

^3 =, ( S- ( 6 - 15 ) 
Par construction, on a u\ f v = w wiw 2 w 3 et v\ f u — 114, et, de meme, u'\ f v' = 
w o w 'i w ' 2 w 3 et v '\f u ' = u 4- Alors, la conjonction de (6.3), (6.12), (6.13) et (6.15) 
donne u'\ f v' u\ f v, et (6.14) donne v'\ f u' =^ v\ f u, ce qui est le resultat 

escompte. 

Supposons finalement p > 2. On ccrit u = Uiu 2 , v! = u\u' 2 avec u[ =^ u\ 

et u 2 =^T^ u 2 . En appliquant l'hypothese de recurrence a u\, u[, v et v', nous 
obtenons 

uWfv' =+t + ui\fV (6.16) 

v'^u', =<J v\ fUl . (6.17) 

Ensuite, en utilisant (6.16) et en appliquant l'hypothese de recurrence a u 2l u' 2 , 
u\\ f v et Ui\ f v', nous obtenons 

«2\/(«i\/«') ^ + «2\/(«A/") ( 6 - 18 ) 

K\^')\/4 =S (6.19) 
La relation (6.18) est u'\ f v' = f + ^ + tandis que la concatenation de (6.17) 

et (6.19) donne v'\ f u' =j p j v\ f u. La demonstration est done complete. ■ 

Nous pouvons maintenant completer la demonstration de la Proposition 6.5. 
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Demonstration. Soit / une fonction dc redressement sur E, X unc partie 
de Mo(E) U {_L} close par \ /7 et telle que / ait la propriete du cube sur X. D'apres 
la proposition 5.6, il suffit que nous montrions que la conjonction de v! =1" u et 
v' =| v entraine u'\ f v' =J~ u\ f v et v'\ f u' =| v \ f u. Comme est une relation 
transitive, il suffit de prouver l'implication dans le cas oil on a utilise exactement 
une relation de Rf pour transformer uv en u'v' . Supposons done, sans perte de 
generality puisque la conclusion cherchee est symetrique, u' = u et que v' soit 
obtcnu a partir de v en utilisant unc relation de la presentation, e'est-a-dire en 
remplac.ant un facteur a/(a, b) par le facteur 6/(6, a) correspondant. On a done des 
decompositions v = voaf(a,b)v3 et v' = vobf(b, a)i>3. Soient p, q, r les longueurs 
des mots u, v ct v 3 . Par hypothese, E est inclus dans X, done u' = u entraine 
u' =\ P y u, et, de meme, on a vq =^ t>o et t>3 =^ V3, et, par consequent, on 
a t>' =/y + v par definition. Par le lemme 6.f2, on deduit u\ s v' =ty + u \fv' et 
t> =^ et, de la, en particulicr, u\ f v ' =| u\ f v ' ct v'\ f u =J~ ce qui 

est exactement ce que nous voulions demontrer. ■ 

Remarque. Au lieu d'utiliscr la relation =^ , et ses raffinements et 
nous pourrions esperer n'utiliscr partout que la relation =J" , ce qui simplffierait 
la demonstration, notamment parce que =, est partout transitive. 11 est dou- 
teux qu'une telle approche naive puisse aboutir, car la contrepartic du lemme 6.6 
n'a aucune raison d'etre vraie : a priori, l'hypothese u' =^ u n'implique aucune 
consequence directe pour les mots u\ f u' et u'\ f u. 

Question 6.13. Soit f une fonction de redressement sur E, et X une partie 
dc Mo(S) U {_L} close par \ f . Que peut-on deduire de l'hypothese que f a la 
propriete du cube faible sur X — en particulier dans le cas X = Mo(S) ? 

Cette question, qui est ouverte, est de peu d'interet algorithmique car la seule 
methode systematique connue pour etablir la propriete du cube faible (5.3) est 
d'etablir la propriete du cube forte (5.2). 

En rapprochant les propositions 5.4, 5.12, et 6.5, nous obtenons une version 
explicite du theoreme B' de l'introduction : 

Proposition 6.14. Pour / fonction de redressement sur E, notons (**) la con- 
jonction des conditions suivantes : 

(i) la cloture E dc E pour \ f cxiste et elle est hnie; 

(ii) la fonction f a la propriete du cube sur E; 

(in) notant E v la cloture de E par v f — qui necessairement existe et est finie si 
(i) et (ii) sont verihees — il existe un mot fl dans E v tel que, pour tout u dans E v , 
on ait £l\ f u = e et il existe v dans E v verihant v\ f fl =t + u. 

Si M est un mono'ide de Garside, et si f est un selecteur de ppcm sur unc 
partie generatrice E de M, alors f est une fonction de redressement sur E, elle 
satisfait aux conditions (**) et M admet la presentation (E; + . Inversement, si 
f est une fonction de redressement sur E satisfaisant aux conditions (**), alors le 
mono'ide (E; est un mono'ide de Garside, et f est un selecteur de ppcm sur E. 
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Les conditions mises en jeu dans la proposition precedente sont de type S° : 
si le mono'ide (£ ; Rf) + est un mono'ide de Garside, alors les conditions (i), (ii) 
et (iii) sont vcrificcs, done, partant de l'ensemble fini S, on determinera en un 
nombre fini d'etapes la cloture de S pour \ f , puis on ctablira la propriete du cube 
pour / sur cette cloture, et, enfin, la condition (iii), toujours par un nombre fini 
de redressements qui, par hypothese, convergent tous en un nombre fini d'etapes. 

Exemple 6.15. Considerons la presentation (a, b; aba = b 2 ) + , associee au 
complement / defini par f(a, b) — ba et f(b, a) = b. La cloture de {a, b} par \ f 
est l'ensemble {a, b, ba, bab, e, ab}. Que / ait la propriete du cube sur cet en- 
semble se verifie directement — en fait, on peut aussi appliqucr ici lc critere 
de la proposition 6.4 car l'alphabet est reduit a deux lettres. Enfin, la cloture 
de {a, b, ba, bab, e, ab} par v f est l'ensemble {a,b,ba,bab,e,ab,aba,bb,abab,baba}, 
et il est immediat de verifier que les choixil = abab et f2 = baba conviennent pour 
la condition (iii). (Noter que le groupe (a,b; aba — b 2 ) est le groupe de tresses B 3 
rapporte aux generateurs a = a\ et b = <72<7i.) 

II est alors facile de deduire le theoreme B de l'introduction. Partant d'une 
presentation supposee finic d'un groupe G (resp. d'un mono'ide M), nous pou- 
vons enumerer systematiquement toutes les presentations de G (resp. de M) en 
appliquant les transformations de Tietze, et, pour chacune d'elles, tester si elle 
est complementee, e'est-a-dire associee a une fonction de redressement, et si cette 
derniere satisfait aux conditions de la proposition 6.14. Alors G est un groupe de 
Garside (resp. M est un mono'ide de Garside) si et seulement si la reponse est pos- 
itive pour au moins une des prescntationss, ce qui se trouvera etabli en un nombre 
fini d'etapes pour autant que les tests des diverses presentations soient menes en 
parallele, e'est-a-dire sans attendre l'hypothctiquc fin d'un test pour passer au 
suivant. 

Remarque. Un groupe de Garside peut s'cxprimer commc groupe de fractions 
de plusieurs monoi'des : par definition, au moins un de ceux-ci est un mono'ide 
de Garside, mais ce n'est pas necessairement le cas des autres. Par exemple, le 
groupe de tresses B% est a la fois le groupe de fractions des monoi'des (a, b ; aba = 
bab) + et (a,b; aba = b 2 ) + , qui sont petits gaussiens, et du mono'ide (a, b; aba = 
baab) + , qui n'est pas atomique. De la meme fagon, un mono'ide de Garside peut 
admettre plusieurs presentations associees a des complements differents, et les 
conditions de la proposition 6.14 ne valent que pour ceux de ces complements qui 
sont des selecteurs de ppcm : ainsi, le mono'ide de Garside (a, b, c; ab = be = ca) + 
admet aussi la presentation (a,b,c;ab = be = ca,aba = caa) + , pour laquelle le 
redressement n'est pas toujours convergent. II serait done incorrect d'enoncer la 
proposition 6.14 sous la forme «Le mono'ide (S;i?/} + est un mono'ide de Garside 
si et seulement si / satisfait aux conditions (**)» . 
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